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MEMOIRE 
SUR LA DETERMINATION DUN PLAN 


QUI RESTE TOUJOURS PARALLELE A LUI-MEME, 


DANS LE MOUVEMENT D’UN SYSTEME DE CORPS 
AGISSANT D’UNE MANIERE QUELCONQUE LES UNS SUR LES AUTRES 
ET LIBRES DE TOUTE ACTION ETRANGERE. 


Journal de |’ Ecole Polytechnique, Tome Il, V* Cahier: 1798. 


Soient m, m’, m”, ... les masses des différents corps du systéme 
considérés comme des points, et dont le nombre est infini dans les so- 
lides et les fluides. Soient a, y, z les coordonnées orthogonales de m, 
et marquons d’un trait, de deux traits, etc., ces coordonnées relatives 
am’, m’, .... Soit dt ’élement du temps, et formons tous les produits 


possibles de la forme 

dy' — dy QOS teed: 
Payne i ae 
dy" — dy' 


rel! (ah a) > ec nt tee eee cn tet nn : 


at 


mm! (a2'— x) 


Ag P 
J se ~ la somme de tous ces produits, 


la caractéristique » étant celle des intégrales finies. Cela posé, le prin- 


hay a) e é ines 
désignons pat >, mm (a — 2x) 


cipe connu de la conservation des aires, combiné avec celui de la 
conservation du mouvement du centre de gravité, donnera |’équation 


suivante : 
, (x! — x) (dy'— dy) —(y'— y)(d2'— dr) 
c= NV mm Ti . 
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La constante c est la méme pour tous les plans des a et des y, paralléles 
entre eux; elle est indépendante de la position et de l’origine des coor- 
données sur ces plans. On peut observer encore que la fonction 


(a’— x)(dy'’—dy)—(y — y¥) (da' — da’) 
est le double de l’aire élémentaire décrite par l’un quelconque des deux 


corps m et m’ autour de l’autre et projetée sur le plan des x et des y. 


On aura pareillement 


(a'— x sf — dg),—(2' — la’ — dx 
of = Pini es el ) (dae! — dx) 


f= SF mm (7 = y ) Cae 4s) = (Eh ay ey 
dat 
ce’ etc’ étant deux constantes arbitraires. 

Rapportons maintenant les coordonnées x, y, z & trois autres axes 
perpendiculaires entre eux, comme les premiers, et ayant la méme 
origine. Soient X, Y, Z les coordonnées de m, rapportées a ces axes. 
Nommons 9 Vinclinaison du plan des 2 et des y sur celui des X et 
des Y; ) l’'angle que l’intersection de ces deux plans forme avec l’axe 
des w, et 9 l’angle que l’axe des X forme avec cette méme intersection ; 


on aura 
X= .2x(cosd sind sing + cosy cosg) 


+ y(cos§ cosy sing — sin cosg) — z sin@ sing, 


Y= «(cos sind cose — cost sing) 
+ y(cos$ cos cosg + sind sing) — z sin9 cosa, 


Z—axsin§sind + y sin9 cosh + zcos@. 


De la il est facile de conclure 


J mn! (Xi X)MAY'— dV) —(¥'— ¥)(aX!— aX) 
= dt aS 
=e cos§ — ce’ sin§ cosd + c" sin9 sin, 
> mm' (X'— X) (dd — dZ) ites ZL) (adX'— dX) 
C 


=csin9cosg + ec’ (sind sing + cos§ cos cos) 
+ c"(cosl sing — cos@ sind cos) 
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et 


a (Vin Set sid Hrd Vie) 


=— csin@sing +c’ (sin cosy — cos@ cos sing) 


+ c"(cosl cosg + cos@ sin sing). 
Si l’on détermine v et 8 de maniére que l’on ait 


cl! 


sin@ siny = —_., 
gases Hf 
sin9 cosy = ——______ , 
ce qui donne 
Cc 
cosé = 


> 
Vc?+ c+ cl”? 


on aura 


ee 
dt 
SY mn (X’— X) (dl! — dL) — (L'—1) (dX'— dX) =o, 
dt 
cm ef tad ral Ay 
Yn (WEY dtl— dt) — (= 1) (a= a¥) 


= Vet+ c?+ c”, 


— 0. 


Les valeurs de c’ et de c” sont donc nulles relativement au plan des X et 
des Y, déterminé de cette maniére. II n’existe qu’un seul plan passant 
par l’origine des coordonnées, qui jouisse de cette propriété; car, en 
supposant qu'il soit celui des x et des y, on aura 


— —=csin#coso 
dl Be 


y _(Y' — Y)(aZ'! — dZ) — (Z' — 7) (dY'— aY) 
mm - rte = 


x ,(X'— X)(dZ' — dZ) — (1'— Z)(dX'— aX) 
mm - 


—csin# sing. 


En égalant ces deux fonctions 4 zéro, on aura sin9 = 0, c’est-a-dire que 


le plan des X et des Y coincide avec celui des « et des y. 


La fonction Simm Ceeeh es eS ea ate, étant 


égale ac? +c? +c”, quel que soit le plan des x et des y, il en résulte 
que c?+c?-+ c? est le méme, quel que soit ce plan, et que le plan 
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déterminé par ce qui précéde est celui relativement auquel la fonction 
intégrale précédente est la plus grande. Le plan dont il s’agit jouit donc 
de ces propriétés remarquables, savoir : 1° que la somme des aires que 
les droites qui joignent les corps projetés sur ce plan tracent dans un 
temps donné autour de ces corps, et multipliées respectivement par les 
produits des masses qu’elles joignent, est la plus grande qu’il est pos- 
sible; 2° que la méme somme, relativement & un plan queleonque qui 
lui est perpendiculaire, est nulle. Tous les plans paralléles & ce plan 
jouissent des mémes propriéteés, en sorte que l’on peut faire passer ce 
plan par un point quelconque, et méme par le centre de l'un des corps; 
et en déterminant, au moyen de ces propriétés, sa position & deux 
instants éloignés d’un interyalle quelconque, on sera sur que les deux 
plans ainsi déterminés sont paralléles. 

Appliquons ces résultats au systéme solaire. Nous supposerons que 


mw 


mest le Soleil, et que m’, m”, m", ... sont les planétes et les coméetes, 
en désignant par le mot planete le systéme dune planéte et de ses sa- 
tellites, reunis & leur centre commun de grayité. m étant incomparable- 
ment plus grand que m’, m’,..., nous négligerons les quantités qui 


restent toujours de l’ordre m'm"; nous aurons ainsi 


© V5 3,3 2,, ¥,, 3,, -.. etant les coordonnées de m’, m’, rapportées 
au centre de m ou du Soleil. Nous pouvons ici considérer les orbites 


u 


dem’, m’, ... comme des ellipses variables en vertu des variations sé- 
culaires de leurs éléments. Soient a’ le demi-grand axe de I’ellipse 
de m’, a’e’ son excentricité, 4’ son inclinaison sur lécliptique a une 
epoque donnee, et 7 la longitude de son noeud ascendant; en nom- 
mant = la demi-circonférence dont le rayon est Vunité, et prenant le 


plan de cette écliptique pour celui des a’, et des y',, et la ligne des équi- 
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noxes & la méme époque pour l’axe des x’ et pour l’origine des longi- 
tudes, on aura 


page , F y 
av, dy,— ¥, az, _ 27 


cosa/Va' (1 — e’?) (1), 


dt ae 
Lie dz‘, — 3) dz’, _ 27 = F ca A ET 
= = = sind! cosy Va'(1—e”), 
SiC Oy (i Bes er '2)- 
Ti = p sind siny’Va' (1 — e”); 


on aura donc 


27 
C = = m >? m' cosh Va' (1 — e'?), 


oT ‘ Oo 
c! = —m > m' sini’ cosy! Va' (1 — e”), 
Cp y'Val(r—e?) 
27 a 
ct mY mM sind! siny’Va' (1 — e'?). 
pm 2,m sink’ s y'V ( en) 


D’ailleurs 6 est Pinclinaison a l’écliptique fixe du plan qui, passant 
par le centre du Soleil, reste toujours paralléle a lui-méme et que nous 
nommons, pour cette raison, plan invariable; x — est la longitude de 
son noeud ascendant. Soit « cette longitude : on aura donc, par ce qui 


precede, 
me m’ sind! siny'Va' (1 — e”) 
sin @ sine = —————_- a 
Sm! sind’ cosy'Va' (1 — e”) 
sin@ cose = - aes i Sa Hit a 
mY m' cosh‘ Va'(1— e”) 
COS? == = 7 - 


F? étant égal & la somme des carrés des numérateurs des seconds 
membres de ces équations; d’ot il est facile de conclure la régle 
que j’ai donnée pour la détermination de ce plan, dans le Chapitre U 
du quatriéme Livre de l’Ouvrage intitulé Haposition du Systéme du 
Monde (*). 


(1) OEugres de Laplace, T. I, p. 129. 
(2) Lbid., T. VI, p. 218. 


SUR LA MECANIQUE. 


Journal de |’Ecole Polytechnique, Tome Il, VI Cahier; 1799. 


—— 


Il est facile de conclure, de l’analyse que j’ai donnée dans le cin- 
quiéme Cahier de ce Journal, que relativement & un systéme de corps 
réagissant d’une maniére queleonque les uns sur les autres, et de plus 
attirés vers un point fixe : 1° on peut toujours faire passer par ce point 
un plan invariable sur lequel la somme des projections des aires dé- 
crites & chaque instant par les corps, multipliée respectivement par 
leurs masses, est un maximum; 2°laméme somme est nulle par rapport 
a tout plan perpendiculaire & celui du maximum et passant par le point 
fixe; 3° les carrés des trois sommes semblables par rapport a trois plans 
passant par le méme point et se coupant a angles droits sont égaux au 
carré de la somme qui est un maximum, et chacune de ces sommes 
est constante. S’il n’y a pas de point fixe vers lequel les corps du sys- 
téme soient attirés, les trois théorémes précédents ont lieu relativement 
a un point quelconque fixe dans espace, ou mu d’un mouvement rec- 
liligne et uniforme, et relativement au centre commun de gravité des 
corps du systéme; seulement le plan du maximum, au lieu d’étre inva- 
riable, sera mi en conseryant toujours une situation paralléle a sa 
position primitive. 

La force finie dont un corps est animé est le produit de sa masse par 
sa vitesse, et le moment de cette force pour faire tourner le systeme 
autour d’un axe passant par le point fixe, et perpendiculaire au plan de 
projection, est proportionnel a la projection de l’aire décrite pendant 
un instant par le corps et multipli¢e par sa masse; le principe des aires 
reyient done & ce que la somme des moments des forces finies du 


systéme pour le faire tourner autour d’un axe invariable passant par le 
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point fixe, somme qui doit étre nulle dans l'état d’équilibre, est con- 
stante dans l’état de mouvement. 

Toutes les forces d’un systéme peuvent se réduire a deux: l’une 
située dans un plan et l’autre perpendiculaire a ce plan. On peut tou- 
jours faire passer par un point fixe donné un plan relativement auquel 
cette force perpendiculaire est nulle ou passe parce point; son moment 
est donc nul par rapport a tout axe passant par le méme point, et le 
moment des forces du systeme se réduit alors au moment de la force 
située dans ce plan. 

L’axe passant par le point fixe et par rapport auquel le moment des 
forces du systeme est un maximum est l’axe perpendiculaire au plan 
dont on vient de parler; le moment de ces forces par rapport & un axe 
passant par le méme point et formant un angle quelconque ayec l’axe 
du plus grand moment est égal au produit du plus grand moment du 
systeme par le cosinus de cet angle; en sorte quil est nul relativement 
a tout axe situé dans le plan auquel l’axe du plus grand moment est 
perpendiculaire. Les carrés des trois sommes de moments des forces, 
relativement a trois axes quelconques perpendiculaires entre eux et 
passant par le point fixe, sont égaux au carré du plus grand moment. De 
la résultent ces deux corollaires : 

Si l’on concoit un systeme de molécules solides et fluides, soumises 
a leur action mutuelle et animées primitivement par des forces quel- 
conques; si l’on suppose ensuite qu’en vertu de leur attraction et de 
leur adhésion elles se fixent, aprés un grand nombre d’oscillations, a 
un état permanent de rotation autour d’un axe inyariable passant par 
leur centre commun de gravité (on peut conjecturer que ce cas est celui 
des corps célestes), alors l’axe de rotation est paralléle & celui qui, 
passant par le centre de gravité a l’origine, était l’axe du plus grand 
moment. 

L’axe du plus grand moment du systeme solaire, passant par son 
centre de gravité, conserve toujours une situation paralléle, quel que 
soit dans l’espace le mouvement de ce systeme. 
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DONNEES 


A VECOLE NORMALE EN 1795. 


Journal de V’Ecole Polytechnique, VII° et VIII* Cahiers, juin 1819. 


PREMIERE SEANCE. 


PROGRAMME. 


SUR LA NUMERATION ET LES OPERATIONS DE L’ARITHMETIQUE. 


La considération des grandeurs a fait découvrir des théorémes et des 
méthodes, dont ensemble forme les Mathématiques. En observant ce 
que les résultats particuliers ayaient de commun entre eux, on est suc- 
cessivement parvenu a des résultats fort étendus, et les sciences mathé- 
matiques sont a la fois devenues plus générales et plus simples. Leur 
domaine s’est considérablement aceru par leur application aux phéno- 
ménes de la nature, phénoménes qui sont les résultats mathématiques 
dun petit nombre de lois inyariables. En méme temps que cette appli- 
cation a perfectionné les sciences naturelles, elle a ouvert de nouvelles 
routes dans l’Analyse; c’est ainsi que les sciences, par leurs rapproche- 


LECONS DE MATHEMATIQUES, ETC. 11 


ments, se prétent de mutuels secours. Présenter les plus importantes 
découvertes que l’on ait faites dans les sciences, en développer les 
principes, faire remarquer les idées fines et heureuses qui leur ont 
donné naissance, indiquer la yoie la plus directe qui peut y conduire, 
les meilleures sources ot l’on peut en puiser les détails, ce qui reste 
encore a faire, la marche qu’il faut suivre pour s’élever A de nouvelles 
découvertes : tel est l'objet de l’Ecole Normale, et c’est sous ce point de 
vue que les Mathématiques y seront envisagées. 

On exposera d’abord la maniére ingénieuse par laquelle, au moyen 
d’un petit nombre de caractéres, on peut facilement exprimer tous les 
nombres, et faire sur eux les opérations les plus usuelles de |’Arithmé- 
tique. On fera sentir l’ayantage de la division de toutes les espéces 
d’unités en parties décimales. En traitant des progressions arithmé- 
tiques et géométriques, on insistera sur la combinaison heureuse que 
l’on a faite de ces deux progressions, pour former les logarithmes, l’une 
des inventions les plus belles et les plus utiles de l’esprit humain. 

La considération des nombres, indépendamment de leur valeur et 
de tout systéme de numération, a fait naitre l’Algébre, que Newton a 
nommeée, par cette raison, Arithmetique universelle. Son objet est la 
grandeur concue de la maniére la plus abstraite. On a d’abord consi- 
déré ainsi les quantités, ensuite leurs puissances, et généralement 
toutes leurs manicres d’étre. On les a désignées par des caractéres fort 
simples, et ces notations, qui semblent étre peu de chose en elles- 
mémes, ont beaucoup influé sur les progrés de l’Analyse, en donnant 
au langage algébrique cette gencralité et cette extréme concision d’ou 
résulte la facilité de saisir et de combiner les rapports les plus compli- 
qués des objets. Traduire en langue algébrique, c’est former des équa- 
tions. L’art de mettre les problémes en équations, et de choisir conve- 
nablement les inconnues pour arriver aux solutions les plus élégantes, 
dépend de l’adresse de l’analyste. L’Algeébre donne ensuite, pour ré- 
soudre ces équations, des méthodes rigoureuses ou approchées. On 
exposera les principes de ces méthodes et ce que l’on a découvert de 
plus intéressant sur la nature des équations. 
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Les grandeurs que l’Arithmétique et I’Algébre considérent sont des 
abstractions de l’entendement, et ces deux sciences sont enti¢rement 
son ouvrage. Nous ne connaissons que deux grandeurs réclles, Vétendue 
et la durée; elles sont l'objet de la Géométrie et de la Mécanique. Les 
propriétés de l’étendue, considérée simplement comme figurée, appar- 
tiennent & la Géométrie. On donnera les principaux théoremes sur les 
lignes, les surfaces et les solides. On indiquera leurs applications les 
plus utiles, et l’on fera remarquer, dans les démonstrations de quelques- 
uns de ces théorémes, le germe du Calcul infinitésimal. 

L’un des plus féconds rapprochements que l’on ait faits dans les 
sciences est l'application de l’'Algébre a la théorie des courbes. On dé- 
veloppera leur formation et leurs propriétés principales. La recherche 
de ces propriétés a conduit & l’Analyse infinitésimale, dont la décou- 
verte a changé la face des Mathématiques. On exposera les yrais prin- 
cipes de cette Analyse, et lon fera connaitre, a ce sujet, le calcul aux 
differences finies; ensuite on présentera quelques observations sur 
l’analyse et la synthése, et sur les avantages propres 4 chacune de ces 
méthodes,. 

Dans l’infinie yariété des mouvements qui ont lieu sur la Terre, on est 
parvenu a découvrir les lois générales que la matiére suit constamment 
dans ces phénoménes. L’importance de ces lois, dont nous dépendons 
sans cesse, aurait di exciter la curiosité dans tous les temps; cepen- 
dant, par une indifference trop ordinaire & l’esprit humain, elles ont 
été ignorées jusqu’au commencement du dernier siecle, époque a 
laquelle Galilee jeta les premiers fondements de la science du mouve- 
ment par ses belles découvertes sur la chute des corps. Les géoméetres, 
en marchant sur les traces de ce grand homme, ont porté cette science 
au plus haut degré de perfection dont elle parait susceptible. 

On déyeloppera les lois de la composition des forces. En examinant 
les conditions de l’équilibre dans les principales machines, on les ra- 
ménera toutes a une seule dont l’énoncé forme le principe des vitesses 
virtuelles, et qui renferme, de la maniére la plus générale, ce qui est 


nécessaire pour déterminer l’équilibre d’un systéme queleonque de 
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corps solides et fluides. On fera connaitre l'ingénieux principe au 
moyen duquel d’Alembert a ramené les lois du mouvement des corps 
celles de leur équilibre; en combinant ce principe avec celui des vitesses 
virtuelles, on réduira la Mécanique entiére a la pure analyse. On expo- 
sera les principes généraux de cette science, et quelques-uns de ses 
résultats les plus remarquables, tels que les lois de la communication 
du mouvement, celles des mouvements accélérés par l’action de la 
pesanteur et des oscillations des pendules simples et composés. 

C’est dans les espaces célestes que les lois du mouvement s’observent 
avec le plus de précision. Tant de circonstances en compliquent les 
résultats sur la Terre qwil est difficile de les déméler,.et plus difficile 
encore de les assujettir au calcul; mais les corps du systéme solaire, 
soumis a l’action d'une force principale, dont il est aisé de calculer les 
effets, ne sont troublés dans leurs mouvements respectifs que par des 
forces bien connues, et toujours assez petites pour que l’Analyse ait pu 
déterminer les changements que la suite des temps a produits et doit 
amener encore dans ce systéme. I] y a extrémement loin de la premiere 
vue du ciel & cette vue générale qui embrasse a la fois les états passés 
et futurs du Systeme du Monde. Pour y parvenir, il a fallu observer les 
astres pendant un grand nombre de siécles, reconnaitre les mouyements 
réels de la Terre dans les apparences que ces corps nous présentent; 
s’élever aux lois des mouvements planétaires et, de ces lois, au prin- 
cipe de la pesanteur universelle; redescendre ensuite de ce principe a 
lexplication compléte de tous les phénomeénes célestes jusque dans 
leurs moindres détails. Voila ce que l’esprit humain a fait dans |’Astro- 
nomie. Le tableau de ces découyertes aura le double avantage d’offrir 
un grand ensemble de vérités intéressantes et la vraie méthode dans la 
recherche des lois de la nature. 

Enfin on donnera les principes de la théorie des probabilités. Dans 
un temps ot les citoyens sont appelés a décider du sort de leurs sem- 
blables, il leur importe de connaitre une science qui fait apprécier, 
aussi exactement qu’il est possible, la probabilité des témoignages, et 
celle qui résulte. des circonstances dont les faits sont accompagnes. II 
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importe surtout de leur apprendre & se défier des apercus méme les 
plus yraisemblables; et rien n’est plus propre & cet objet que la théorie 
des probabilités, dont souvent les résultats rigoureux sont contraires a 
ces apercus. D’ailleurs, les nombreuses applications de cette théorie aux 
naissances, aux mortalités, aux élections et aux assurances, applica- 
tions qu'il est avantageux de perfectionner et d’étendre 4 d'autres 
objets, la rendent une des parties les plus utiles des connaissances hu- 
maines. 

Vous yoyez, par le programme que nous yenons de mettre sous vos 
yeux, que l’on ne se propose pas ici de faire un cours complet de 
Mathématiques; un pareil cours exigerait plusieurs années. Nous avons 
supposé que yous apportez, sur les diverses parties des sciences, des 
connaissances au moins élémentaires, qu’il ne s’agit que de perfec- 
tionner; en conséquence, nous yous présenterons un tableau général de 
toutes les découvertes faites en Mathématiques. 

Ce rapprochement yous sera utile, en yous indiquant les vérités les 
plus fécondes et la route la plus directe qui peut y conduire. 

Ce rapprochement est utile, méme & Phomme le plus instruit, en lui 
offrant, sous un seul point de yue, ’ensemble des vérités qwil connait. 

On yous indiquera les meilleures sources ol yous pourrez puiser les 
détails que nous ne pourrons vous donner &l’Kcole Normale. 

Cela méme est un bienfait de Pinstitution qui nous rassemble, car 
il est d’expérience qu'un grand nombre de personnes, pour avoir été 
mal guidées dans les sciences, ont consumé sans fruit des efforts qui, 
mieux dirigés, auraient été trés utiles; d’ailleurs, il suffit de lire les 
cloges des sayants pour sayoir que souvent un bon ouvrage, tombé dans 
leurs mains par hasard, a décidé leur vocation. 

Je yais commencer par yous entretenir de l’Arithmétique, ou de la 
science des nombres. 

La premiére chose qu’ila fallu faire en Arithmétique a été de pouvoir 
exprimer d’une maniére simple tous les nombres possibles. 

Si, pour chaque idée, il ayait fallu un signe particulier, la mémoire 
aurait été bientot surchargée de ce grand nombre de signes, et les 
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sciences seraient restées trés imparfaites, car les connaissances ne 
peuvent se perfectionner que par le rapprochement des idées que les 
signes fixent dans la mémoire. Mais on a observé, en général, que 
toutes les idées complexes étaient composées d’idées simples, combi- 
nées entre elles, suivant des modes généraux. 

En conséquence, on a cherché & exprimer les idées simples et ces 
modes par des mots particuliers; et ainsi l’immense variété des idées 
complexes a pu s’exprimer par un petit nombre de mots. C’est sur ce 
principe qu’est fondé le mécanisme des langues. 

Vous concevez que la langue philosophiquement la plus parfaite 
serait celle ou l’on pourrait exprimer le plus grand nombre d’idées par 
le plus petit nombre de mots possible. 

L’Arithmétique est une langue particuliere dont les nombres sont 
lobjet; voyons comment, avec un petit nombre de mots et de carac- 
téres, on est parvenu a exprimer tous les nombres. 

On a d’abord commencé par exprimer, avec des signes particuliers, 
les neuf premiers nombres. 

Une fois parvenu la, on a eu Tidée tres heureuse de donner a ces 
caractéres, outre leur valeur absolue, une valeur dépendant de leur 
position. 

Le caractére 1, qui représente lunité, exprime, en l’avancant d’un 
rang vers la gauche, une unité du second ordre ou une disaine, et, pour 
lui donner ce rang, on a imaginé un caractére qui n’a pas de valeur et 
qui ne sert qu’a fixer la position des autres caracteres. 

Ainsi, Punité suivie d’un zéro exprime alors une collection de dix 
unités, ou une dizaine. 

Le caractére 2, suivi du zéro, exprime deux dizaines, ou deux unités 
du second ordre. 

De la méme maniére, vous concevez que l’on a pu exprimer des 
unités du troisiéme ordre, ou des dizaines de dizaines; il a suffi de 
mettre deux zéros 4 la suite des caractéres significatifs. Des dizaines de 
centaines ou des mille ont été exprimés avec trois zéros placés a la 
droite des mémes caractéres, ainsi de suite. De cette maniére, on a pu 


16 LECONS DE MATHEMATIQUES 


exprimer tous les nombres, car tout nombre, en général, peut étre 
décomposé en un certain nombre d’unités de ordre le plus grand qu'il 
contient, plus zéro ou un certain nombre d’unités d’un ordre inférieur, 
plus zéro ou un certain nombre d’unités de l’ordre immeédiatement 
inférieur & celui-ci, plus, ete. 

Pour écrire ce nombre il a suffi d’écrire successivement, & la droite 
les uns des autres, tous les caractdres qui expriment les nombres des 
unités de chaque ordre que renferme le nombre proposé, ou zero, 
lorsque ces nombres partiels manquent. 

Vous conceyez que, par cette idée simple et ingénieuse de donner 
aux caracteres deux yaleurs, l'une absolue, l'autre dépendant de leur 
position, on est parvenu ayee dix caractéres, dont le dixiéme sert uni- 
quement & marquer le rang,  écrire tous les nombres possibles; voila 
pour ce qui concerne l’arithmétique écrite. 

Quant & larithmétique parlée, on a également désigné par un mot 
particulier chacun des caractéres dont je viens de yous entretenir. 

Ensuite, de dix unités on a formé une dizaine; pour compter au dela 
il eat été simple de dire : div-un, dix-deux, dix-trois, au lieu de onze, 
douze, treize, etc.; mais on n’acommenceé ’ compter ainsi qu’a dix-sept. 

Deux unités du second ordre ou deux dizaines ont formé le nombre 
vingt; trois dizaines ont été appelées drente; quatre dizaines, guarante; 
ainsi de suite jusqu’a sowante. 

Arrivé & solaante, on a abandonné cette marche. C’est un défaut 
d’analogie qui se trouve dans presque toutes les langues; aussi quelques 
mathématiciens ont propose de dire : septante, octante et nonante. 

Dix dizaines ont été nommeées cené, et dix centaines ont été nommées 
mille. 

Au dela, on n’a employé de nouveaux mots que de mille en mille. 

Mille fois mille ont été nommées million; mille millions, billion ou 
milliard; mille milliards, trillion, ainsi de suite; de sorte que, quand 
un nombre est écrit, pour Je déterminer il faut le partager en tranches 
de trois chiflres chacune, en allant de droite & gauche, la dernidre 


tranche &@ gauche pouyant en renfermer moins; on prononce ensuite 
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chacune des tranches, en commencant par celle de la gauche, et a la 
fin de chaque tranche on désigne l’ordre d’unités qu’elle renferme : 
voila pour ce qui regarde l’arithmétique parlée. 

Ces choses yous paraissent simples, et elles le sont effectivement; 
mais c’est dans leur simplicité méme que consiste leur fécondité. 

Voyez avec quelle facilité on peut, au moyen de cet arrangement, 
faire toutes les opérations de |’Arithmétique. 

Veut-on ajouter ensemble plusieurs nombres? On les écrit les uns 
au-dessous des autres, en placant dans une méme colonne verticale les 
unités du méme ordre; on fait l’addition des nombres de la méme 
colonne, en commencant par la droite; on ne place sous la colonne que 
lexcédent de la somme sur un nombre d’unités de l’ordre supérieur, ou 
zero quand il n’y a pas d’excédent; on retient ce nombre pour l’ajouter 
a la colonne suivante, et l’on continue ainsi jusqu’a la derniére colonne 
a gauche, sous laquelle on écrit la somme telle qu’on la trouve. 

Veut-on faire la soustraction? Rien de plus simple encore; on écrit 
le nombre a soustraire au-dessous du nombre dont on veut le soustraire, 
de maniére que les unités correspondantes soient dans une méme co- 
lonne verticale. 

On commence la soustraction par la droite, en retranchant le chiffre 
inférieur de la premiére colonne yerticale, du correspondant supérieur. 
Quand cette soustraction ne peut pas se faire, on ajoute dix au chiffre 
supérieur; mais quand on passe a la colonne suivante, on diminue 
dune unité le chiffee du nombre supérieur, ou l’on augmente d’une 
unité le chiffre du nombre inférieur, ce qui donne deux méthodes de 
faire la soustraction. 

Quant A la multiplication par un seul chiffre, on commence par mul- 
tiplier les unités du multiplicande par le multiplicateur, et l’on n’écrit 
que l’excédent du produit sur un nombre d’unités de l’ordre supérieur 
au premier; on ajoute ce nombre au produit des dizaines du multipli- 
cande par le multiplicateur; on écrit, a la gauche du premier excédent, 
l’excédent de cette somme sur un nombre de centaines; on continue 
ainsi jusqu’au dernier chiffre du multiplicande, et l’on écrit en entier 


OEuvres de L. — XIV. 3 


18 LECONS DE MATHEMATIQUES 
la derniére somme trouvée, & la gauche de tous les excédents préce- 
demment écrits. 

Si l'on a plusieurs chiffres au multiplicateur, on multiplie d’abord 
le multiplicande par les unités du multiplicateur, puis par les dizaines; 
et l'on ayance d'un rang vers la gauche les unités du produit; on opere 
de méme pour les centaines, en avancant d’un rang vers la gauche les 
unités de ce nouyeau produit, et ainsi de suite. On additionne tous les 
produits partiels pour ayoir le produit total. 

Pour la division, on prend, & la gauche du dividende, le nombre de 
chiffres nécessaires pour contenir le diviseur; on cherche combien de 
fois il est contenu dans le dividende partiel; on écrit ce nombre qui 
forme le premier chiffre & gauche du quotient. 

On multiplie ce quotient partiel par le diviseur et l’on retranche le 
produit du premier dividende partiel. A cété du reste on abaisse le 
chiffre suivant du diyidende, et l'on forme un second dividende partiel 
que l'on diyise de nouveau par le diviseur; on écrit le quotient a la 
droite du premier; on continue ainsi jusqu’a ce que tous les chillres du 
dividende soient abaissés; ainsi la division est encore une opération 
tres simple, qui résulte du systéme de numération. Elle diflére des trois 
autres ence que l’on y procéde de gauche a droite, ce qui tient a ce 
que les chiffres du dividende, abaissés & la suite des restes successifs, 
forment des dividendes partiels d’un ordre successivement plus petit, 
et dont les quotients, étant du méme ordre, doivent étre placés a la 
droite les uns des autres. 

Yous conceyez que la facilité des opérations que je viens de yous 
decrire depend de la lot que suivyent les unités des nombres, en allant 
de gauche a droite. Les unités deviennent successivement de dix en 
dix fois plus petites; mais rien ne force de s’arréter aux unités simples; 
de meme que unite simple est la dixiéme partie des dizaines, de méme 
yous pouvez imaginer des unités fractionnaires qui soient la dixiéme 
partie des unités simples; et par la méme raison, yous pouvez conceyoir 
des dixiémes de dixiéme, ou des centiémes parties de l’unité principale, 


des milliémes, des dix-milliémes, ete. Alors on forme ce que l’on 
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appelle les nombres deécimaux, et pour distinguer, dans un nombre 
composé de décimales, les nombres décimaux on met une virgule apres 
le nombre qui exprime les unités simples. 

Comme la loi de décroissement de ces nombres est la méme que 
pour les nombres entiers, on peut les ajouter, les soustraire, les mulli- 
plier et les diviser de la méme maniére. Il n’y a d’attention & faire que 
dans la position de la virgule. 

Dans la multiplication, la seule régle qu'il faut suivre est de mettre 
dans le produit autant de chiffres décimaux qu’il y en a dans le multi- 
plicateur et le multiplicande. 

Dans la division, il ne faut mettre aprés la vyirgule que l’excédent du 
nombre des chiffres décimaux du diyidende sur le nombre des chiflres 
décimaux du diviseur. 

Avec cette seule attention, les mémes régles qui ont lieu pour les 
entiers s’appliquent aux décimales. 

Dans la société, on a continuellement besoin d’employer des fractions 
dunités, ou de diviser l’unité en parties plus petites, et ces parties en 
dautres parties. 

Vous sentez par la de quel ayantage il est que toutes les divisions de 
Punité soient décimales, puisque, de cette maniére, toutes les opéra- 
tions d’arithmétique se trouyent réduites & celles que l’on fait sur les 
nombres entiers. 

C’est la ce qui a fait adopter par la Conyention nationale le systeme 
de la division de toutes les unités en parties décimales. Pour connaitre 
les avantages de ce systéme il suffit de yous rappeler l’extréme compli- 
cation qui résulte des divisions anciennement adoptées, quand il s’agif 
de multiplications ou de divisions complexes. 

Vous trouverez dans I’Instruction qu’a publiée sur cet objet la Com- 
mission des Poids et Mesures, la méthode d’opérer sur les décimales, 
exposée dans le plus grand détail; ainsi, je vous engage & lire cette 
Instruction, pour vous conyaincre de la grande utilité du systéme déci- 
mal, et pour vous mettre bien au fait des régles et des opérations qu'il 
faut faire dans ce systéme. 
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Vous conceyez, par les principes métaphysiques sur lesquels est 
fondé notre systéme de numération, que rien n’obligeait de s’en tenir a 
dix caractéres; on pouvait en employer plus ou moins. 

Il parait trés probable que le nombre des doigts est ce qui a déter- 
miné l’arithmétique décimale. Les hommes primitivement ont compte 
par leurs doigts jusqu’a dix; mais de ce que cette arithmétique était 
bonne dans l’enfanece des sociétés, est-elle maintenant la meilleure ? 
C’est ce que nous allons examiner. 

D’abord elle n’est pas la plus simple; la plus simple est celle qui 
n’admet que deux caractéres : le séro et unite. Cette arithmétique 
s‘appelle arithmetique binaire. Il parait qu'elle a été employée trés an- 
ciennement par les Chinois; mais, dans ces derniers temps, elle a été 
renouvelée par Leibnitz. 

On peut également, au moyen de cette arithmétique, exprimer tous 
les nombres. 

Les unités du second ordre contiennent deux unités du premier 
ordre ; les unités du troisiéme ordre en contiennent deux du second, etc. 

Pour exprimer une unité du second ordre, on place un zéro a la 
droite de ’unité; on place deux zéros a la droite de unité, pour expri- 
mer une unité du troisiéme ordre, etc. 

Ce systeme nous offre une propriété remarquable : c’est la possibilité 
de peser tous les poids entiers avec un certain nombre de poids de 1, 
de 2, de 4, de 8, de 16 livres, etc. Ces poids représentent les unités des 
différents ordres de l’arithmétique binaire. Quand un nombre est écrit 
dans ce systéme de numération, alors il suffit de prendre les poids qui 
correspondent aux diverses unités de ce nombre. 

Cette arithmetique a de plus l’avantage de réduire toutes les multi- 
plications & de simples additions, et toutes les divisions a de simples 
soustractions; mais elle a un inconyénient qui ne permet pas de l’em- 
ployer dans lusage civil; c’est la multiplicité des caractéres pour 
exprimer des nombres fort simples; le nombre mille vingt-quatre, par 
exemple, exigerait onze caractéres. 


Aussi Leibnitz n’a présente cette arithmétique que comme une chose 
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curieuse, et qui pouvait conduire a des découvertes intéressantes sur 
les nombres. 

Leibnitz crut y voir image de la création. Il imagina que l’unité 
pouvait représenter Dieu, et zéro le néant; et que l’Etre supréme avait 
tiré du néant tous les étres de cet univers, de méme que l’unité avec le 
zéro exprime tous les nombres dans ce systeme de numération. 

Cette idée plut tellement a Leibnitz qu’il en fit part au jésuite Gri- 
maldi, président du tribunal des Mathématiques de la Chine, dans I’es- 
pérance que cet embleme de la création convertirait au christianisme 
l’empereur d’alors, qui aimait particuli¢rement les Mathématiques. Ce 
trait nous rappelle le commentaire de Newton sur |’ Apocalypse. 

Quand yous voyez les écarts d’aussi grands hommes, écarts qui sont 
dus aux impressions recues dans l’enfance, yous sentez combien un 
systéme d’éducation, libre de préjugés, est utile aux progres de la raison 
humaine, et qu’il est beau d’étre appelé, comme yous I’étes, a la pré- 
senter a vos concitoyens dans toute sa pureté, et dégagée des nuages 
qui l’ont trop souvent obscurcie. 

De tous les systemes de numération le meilleur est celui qui, n’em- 
ployant pas un trés grand nombre de caractéres, renferme dans son 
échelle le plus grand nombre de diviseurs, et, a cet égard, le systéme 
duodécimal parait mériter la préférence. Il ett suffi d’ajouter deux ca- 
ractéres aux notres, on aurait eu l’avantage d’exprimer le tiers et le 
quart de l’unité principale, au moyen des divisions de ce systeme, ce 
qui ett été tres commode. C’est pour cela que les divisions de presque 
toutes nos mesures sont duodécimales; ainsi le pied se divise en douze 
pouces, le pouce en douze lignes, etc. 

La Commission des Poids et Mesures a balancé ces ayantages qu’offre 
le systeme duodécimal avec Vinconyénient de changer totalement et 
l’arithmétique écrite et l’arithmétique parlée, et nos livres et nos tables 
formées sur le systeme décimal. Elle a craint que, en proposant le sys- 
teéme duodécimal, les obstacles qu’éprouverait l’introduction de ce 
systéme ne se joignissent & ceux que présentait déja linstitution du 
nouveau systéme des poids et mesures; elle a donc jugé & propos de 
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conseryer l’arithmétique décimale, dont l’échelle est mieux propor- 
tionnée que l’échelle duodécimale a la capacité commune de la mémoire. 

Il est d’ailleurs trés aisé de traduire un nombre écrit dans un sys- 
teme de numeration dans un autre systeme. 

Pour traduire par exemple, dans le systeme duodécimal, un nombre 
écrit dans le systéme décimal, divisez le nombre proposé par l’échelle 
du nouveau systeme, par douze; écrivez le reste, ou zéro s'il ne reste 
rien. Diyisez le premier quotient par le méme nombre douze, écrivez le 
reste & gauche du premier reste que yous avez trouvé. Diyisez le 
deuxiéme quotient par douze, écrivez le reste & gauche du deuxieme 
reste, et ainsi de suite. En continuant l’opération, yous parviendrez a 
écrire, dans le systeme duodécimal, le nombre écrit dans le systéme 
décimal. Voila ce que j’ayais & yous dire sur les systemes de numéra- 
tion. La prochaine fois nous parlerons des fractions et des autres objets 


que l’Arithmétique consideére. 
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DEUXIEME SEANCE. 


SUR LES FRACTIONS, LES PUISSANCES ET L’EXTRACTION DES RACINES; 
LES PROPORTIONS, LES PROGRESSIONS ET LES LOGARITHMES. 


Nous avons considéré précédemment les nombres entiers et déci- 
maux; examinons présentement les nombres fractionnaires en général. 
Si Pon concoit l’unité partagée en plusieurs parties égales, un certain 
nombre de ces parties est ce que l’on nomme fraction. Pour l’exprimer 
on place, au-dessous d’une petite barre horizontale, le nombre qui dé- 
signe en combien de parties l’unité a été divisée, et que l'on nomme 
dénominateur; on place au-dessus le nombre qui exprime combien on 
prend de ces parties, et que l’on nomme numeraleur. 

De la il est aisé de conclure qu'une fraction est égale au quotient de 
la division du numérateur par le dénominateur, et qu’ainsi elle ne 
change point de yaleur en multipliant ou en divisant ses deux termes 
par un méme nombre. La réduction de plusieurs fractions au méme 
dénominateur est fondée sur ce principe; on leur donne pour dénomi- 
nateur commun un nombre divisible a la fois par chacun de leurs 
dénominateurs, et lon multiplie le numeérateur de chacune d’elles par 
le nombre qui exprime combien de fois son dénominateur est contenu 
dans le dénominateur commun. Les fractions étant ainsi réduites au 
méme dénominateur, il suffit, pour les ajouter ou pour les soustraire 
les unes des autres, d’ajouter ou de soustraire leurs numérateurs, en 
conservyant 2 leursomme ou 2 leur difference le commun dénominateur. 

Le produit de deux fractions est une nouyelle fraction, dont le nu- 
mérateur est le produit des numérateurs de ces fractions, et dont le 


dénominateur est le produit de leurs dénominateurs. 
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Pour diyiser une fraction par une autre il faut multiplier la fraction 
dividende par l'autre fraction renyersée. 

On appelle nombre premier tout nombre qui n’a d'autres diviseurs 
que lui-méme et l’unité. Deux nombres sont premiers entre eux lors- 
quils n’ont d’autre commun diviseur que l'unité. Si les deux termes 
d'une fraction sont premiers entre eux, elle est alors réduite a sa plus 
simple expression. Pour réduire une fraction quelconque & cet état i 
faut diviser chacun de ses deux termes par leur plus grand commun 
diviseur, que l’on obtient ainsi: divisez le plus grand terme par le plus 
petit; divisez ensuite ce plus petit terme par le reste de la division; ce 
premier reste par le reste de la deuxiéme division; ce deuxiéme reste 
par le troisiéme, et ainsi de suite jusqu’’a ce que yous parveniez & une 
division sans reste. Le dernier diviseur sera le plus grand commun 
diviseur cherche. 

En examinant ayee attention cette suite de divisions, il est facile de 
yoir que, si le numérateur de la fraction est moindre que son dénomi- 
nateur, on peut lui donner la forme d’une fraction dont le numérateur 
est unite, et dont le dénominateur est le quotient de la premiére divi- 
sion, augmenté d’une fraction dont le numérateur est Punité, et dont le 
denominateur est le quotient de la deuxiéme division, augmenté d'une 
fraction dont le numérateur est l’unité, et dont le dénominateur est le 
quotient de la troisi¢me division, plus, ete. Cette suite de fractions 
ainsi enchainées les unes aux autres se nomme fraction continue. On 
peut donner cette forme aux nombres décimaux qui ne sont que des 
fractions dont le dénominateur est dix, ou cent, ou mille, etc. Si le 
nombre des décimales est infini, la fraction continue se prolonge A 
Vinfini, & moins que le nombre décimal ne soit une fraction ordinaire, 
reduite par la division en parties décimales, auquel cas la fraction 
continue se termine; et cela a généralement lieu toutes les fois que 
la fraction continue est l’expression du rapport de deux nombres 
entiers. 

La theorie de ces fractions n’est point un pur jeu de l’esprit; elle est 


importante dans l’Analyse et elle a conduit a plusieurs vérités curieuses, 


DONNEES A L’ECOLE NORMALE EN 1793. 25 


telles que limpossibilité d’exprimer, par le rapport de deux nombres 
entiers, celui du diamétre & la circonférence. L’un de ses principaux 
avantages est de donner les valeurs des fractions exprimées par de trés 
grands nombres, les plus approchées que l’on puisse obtenir avec de 
petits nombres. Il suffit pour cela de réduire la fraction proposée en 
fraction continue, d’arréter cette fraction a l’un de ses termes, et de 
mettre la fraction continue ainsi tronquée sous la forme d’une fraction 
ordinaire. Par exemple, on a déterminé le rapport du diamétre A la 
circonférence au moyen d’un trés grand nombre de décimales; mais il 
est souvent utile d’avoir ce rapport exprimé d’une maniére fort appro- 
chée par de petits nombres. En réduisant en fraction continue la valeur 
de ce rapport exprimé en décimales, on trouve que le rapport de 74 22, 
trouvé par Archimede, est fort approché, et le plus exact que l’on 
puisse obtenir, en n’employant pas de plus grands nombres que 22. Si 
lon réduit pareillement la longueur de l’année en jours et en décimales 
de jours, et ensuite en fraction continue, on paryient a l’intercalation 
persane de huit années bissextiles sur trente-trois ans. 

Considérons maintenant les nombres, eu égard a leurs puissances. 
Le produit d’un nombre par lui-méme forme le carré de ce nombre; le 
produit du carré par le nombre forme le cube; le produit du cube par le 
nombre forme le carré carré, et ainsi de suite. Pour exprimer ces divers 
produits : on nomme premiere puissance Wun nombre ce nombre 
lui-méme; son carré, deuaxiéme puissance; son cube, troisiéme putis- 
sance, etc.; et, pour écrire ces puissances, on écrit ila droite du nombre, 
et vers sa partie supérieure, les nombres 1, 2, 3,..., qui marquent le 
degré de la puissance; ces nombres s’appellent exposants. 

La racine carrée d’un nombre est le nombre dont il est la deuxieéme 
puissance; sa racine cubique est le nombre dont il est la troisi¢me puis- 
sance, etc.; et comme, pour former les exposants des puissances, on 
multiplie l'unité par 2, 3, ..., pour former les exposants des racines 
on doit diviser l’unité par les mémes nombres, en sorte que la racine 
d’un nombre en est une puissance fractionnaire; on peut méme donner 
) l'exposant une valeur quelconque fractionnaire; en le supposant, par 
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exemple, égal & deux tiers, il indique la racine cubique du carré du 
nombre. Ces notions trés simples sont de la plus grande fécondité; 
elles sont la base d’une branche d’Analyse que l’on nomme Calcul expo- 
nentiel. 

La formation des puissances est toujours facile; l’extraction des 
racines présente plus de difficulté. On peut généralement y parvenir 
par la régle suivante : 

Partagez le nombre proposé, de droite & gauche, en tranches d’autant 
de chiffres qu'il y a d’unités dans l’exposant de la puissance dont on 
cherche la racine, la premiére tranche & gauche pouvant en renfermer 
moins. Extrayez la racine proposée, de cette tranche, racine qui ne 
peut étre que d’un seul chiffre; yous aurez le premier chiffre & gauche 
de la racine. Retranchez la puissance de ce chiffre de la méme tranche 
et, & la droite du reste, abaissez le premier chiffre de la deuxiéme 
tranche; diyisez ce reste ainsi augmente par l’exposant de la puissance, 
multiplié par le premier chiffre trouvé, éleyé & une puissance moindre 
d'une unite; le second chiffre de la racine sera égal ou moindre que le 
quotient de cette division; il lui sera égal, si le nombre formé de ce 
quotient écrit & la droite du premier chiffre de la racine, et élevé a la 
puissance, peut étre soustrait des deux premieres tranches; si cela n’est 
pas il faudra, pour ayoir le deuxiéme chiffre de la racine, qui doit satis- 
faire & la condition précédente, diminuer le quotient d’une ou de plu- 
sieurs unités. On aura le troisieme chiffre de la racine en opérant, sur 
les deux premiers chiffres trouyés et sur les trois premiéres tranches, 
comme on vient de le faire sur le premier chiffre et sur les deux pre- 
miéres tranches. 

Si le nombre dont on yeut extraire la racine est décimal, il faut, en 
mettant un nombre conyenable de zéros & sa suite, rendre le nombre 
des décimales un multiple de l’exposant de la puissance; on extrait 
ensuite la racine de ce nombre, comme s'il était entier, et l’on sépare, 
sur la droite de cette racine, autant de chiffres par la virgule qu’il ya 
(unites dans le quotient du nombre des décimales de la quantité pro- 


posée, divisé par l’exposant de la puissance. 
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Pour extraire la racine d’une fraction il suffit d’extraire la racine de 
son numérateur et celle de son dénominateur. 

La puissance de tout nombre entier ou fractionnaire est un nombre 
entier ou une fraction; mais il n’en est pas ainsi des racines. Par 
exemple, la racine carrée de deux n’a aucune mesure commune ayec 
lunité. Quel que soit le nombre des parties égales, dans lesquelles 
Punité est divisée, aucune de ces parties n’est exactement contenue 
dans la racine carrée de deux, que l’on nomme, par cette raison, ira- 
tionnelle ou trncommensurable. Vous voyez comment |’examen des pro- 
priétés des nombres étend successivement nos idées. Les nombres 
entiers se sont présentés, ensuite les nombres fractionnaires, et enfin 
nous sommes arriyés & la considération des nombres irrationnels. Le 
nombre n’est plus simplement une collection d’unités, comme nous 
Pavions congu d’abord; il est généralement le rapport d’une quantité 
aune autre quantité prise pour unité. Examinons particuliérement les 
rapports. 

La diflérence de deux nombres est leur rapport aruhmetique ; la ma- 
niére dont ils se contiennent forme le rapport géometrique, qui n’est 
ainsi que le quotient de ’un des nombres divisé par l'autre. 

La proportion consiste dans Végalité de deux rapports. Si quatre 
grandeurs sont en proportion arithmétique, c’est-a-dire si la difference 
de la premiére a la deuxieme est la méme que celle de la troisiéme a la 
quatriéme, la somme des moyens est égale a celle des extrémes. 

Réciproquement, si la somme des extrémes est égale a celle des 
moyens, les quatre grandeurs sont en proportion arithmétique. 

Si quatre grandeurs sont en proportion géométrique, le produit des 
extrémes est égal a celui des moyens; et réciproquement, si le produit 
des extrémes est égal a celui des moyens, les quatre grandeurs sont en 
proportion géométrique. 

De la résultent la regle de trois et toutes les régles qui s’y rapportent. 

Une suite de termes tels que le premier est surpassé par le deuxiéme, 
comme le deuxiéme est surpassé par le troisiéme, comme le troisiéme 


est surpassé par le quatriéme, etc., forme une progression arithme- 
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tigue. La raison de la progression est l’excés d’un des termes sur celut 
qui le précéde. 

Une suite de termes tels que le premier est contenu dans le deuxiéme, 
comme le deuxiéme est contenu dans le troisiéme, comme le troisi¢me 
est contenu dans le quatriéme, ete., forme une progression géome- 
trique. La raison de la progression est la maniére dont un terme con- 
tient celui qui le précéde. 

Les deux suites que nous venons de considérer sont le germe de la 
théorie des suites, l'une des branches les plus étendues de l’Analyse, et 
qui a particuliérement fixé l’attention des géométres modernes. 

La loi d’une série est la maniére dont ses termes se forment succes- 
sivement; ainsi la loi de la progression arithmétique consiste en ce que 
chaque terme est égal & celui qui le précéde, plus la raison; la loi de 
la progression géométrique consiste en ce que chaque terme est égal a 
celui qui le précéde, multiplié par la raison. 

La valeur du terme général de la série, c’est-a-dire dun quelconque 
de ses termes, peut toujours étre exprimée au moyen du nombre qui 
marque le rang de ce terme; et c’est une recherche intéressante et sou- 
vent difficile, que d’exprimer ainsi les termes d’une série, d’apres la lot 
de sa formation. 

Dans la progression arithmétique, un terme quelconque est égal au 
premier, plus & la raison multipliée par le nombre qui indique le rang 
du terme diminué de l’unité. 

Dans la progression géométrique, un terme quelconque est égal au 
premier multiplié par la raison élevée & une puissance moindre d’une 
unite que le nombre qui indique le rang. 

En examinant avec attention ces divers résultats, on observe entre 
eux une analogie remarquable. Tout ce qui, dans les rapports, les pro- 
portions et les progressions arithmétiques, se rapporte aux sommes ou 
aux differences, se rapporte aux produits ou aux quotients, dans les 
rapports, les proportions et les progressions géométriques. Tout ce qui, 
dans les progressions arithmétiques, se rapporte aux produits, se rap- 
porte aux puissances dans les progressions géométriques. 
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Cette analogie a conduit Neper a la découverte des logarithmes, admi- 
rable instrument qui, en réduisant & quelques heures le travail de 
plusieurs mois, double, si l’on peut ainsi dire, la vie des astronomes, 
et leur épargne les erreurs ct les dégotits inséparables des longs calculs: 
invention d’autant plus satisfaisante pour l’esprit humain qu’il l’a tirée 
en entier de son propre fonds. Dans les arts, l’>homme emploie les forces 
et les matériaux de la nature pour accroitre sa puissance; mais ici, tout 
est son ouvrage. 

Pour rendre l’analogie dont nous venons de parler plus sensible, et 
pour en voir naitre les logarithmes, concevons que l’on écrive, l’une 
au-dessous de l'autre, deux progressions, la premiére géométrique et 
commencant par l’unité; la seconde, arithmétique et commencant par 
zero. Il est aisé de voir qu’au produit de deux termes quelconques de 
la progression géométrique répond la somme des deux termes corres- 
pondants de la progression arithmétique, et qu’a une puissance quel- 
conque d’un des termes de la premiére progression répond le produit 
du terme correspondant de la seconde, par l’exposant de la puissance. 

Il suit de la que si l’on renfermait dans une progression géométrique 
tous les nombres 1, 2, 3, ..., en lui faisant correspondre une progres- 
sion arithmétique commencant par zéro, la somme des deux termes de 
la progression arithmétique indiquerait le produit des deux nombres 
correspondants dans la progression géométrique, ct, par conséquent, 
leur différence indiquerait le quotient de ces mémes nombres. Pareille- 
ment, le produit d’un terme de la progression arithmétique par 2, 3, ... 
indiquerait la puissance deuxicme, troisiime, etc. du nombre corres- 
pondant de la progression géométrique, et, par conséquent, la division 
d’un terme de la progression arithmétique par 2, 3, ... indiquerait la 
racine deuxiéme, troisi¢me, etc. du nombre correspondant. Une Table 
qui renfermerait les deux progressions précédentes réduirait done les 
multiplications & des additions, les divisions & des soustractions, les 
élévations de puissances & des multiplications et les extractions des 
racines 4 des divisions. Cette Table est celle des logarithmes ; on nomme 
ainsi les nombres de la progression arithmétique correspondant aux 
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nombres naturels qui sont censés appartenir & une progression géo- 
métrique. 

A la yérité, les nombres naturels 1, 2, 3, ... n’enfrent point rigou- 
reusement dans une méme progression géométrique; mais on concoit 
que si, entre un et cent mille, par exemple, on insére un trés grand 
nombre de moyens géométriques, ils croitront par degrés insensibles, 
et les nombres naturels pourront se confondre ayee eux. Si, en prenant 
zero pour le premier terme de la progression arithmétique, et cing, 
par exemple, pour le terme correspondant a cent mille dans la progres- 
sion géométrique, on instére entre un et cing le méme nombre de 
moyens arithmétiques, ils seront les logarithmes des moyens géome- 
triques correspondants. 

On peut, a la progression arithmétique o, 1, 2, ..., faire corres- 
pondre telle progression géométrique que l’on veut, ce qui donne une 
infinité de systémes de logarithmes; mais le plus commode est le 
syst¢me dans lequel on Jui fait correspondre la progression décimale 
1, 10, 100, 1000, .... Alors, dans chaque logarithme, le nombre qui 
précede les décimales, et que l'on nomme sa caractéristique, indique 
ordre des unités les plus considérables du nombre auquel il appar- 
tient; et pour multiplier ou divyiser un nombre par dix, cent, etc., il 
suffit daugmenter ou de diminuer sa caractéristique d’une, de deux 
unités, ete. 

C’est sur ces principes que sont fondées nos Tables de logarithmes ; 
on voit qu’elles deviendront dun fréquent usage dans la société, quand 
le systéme des divisions décimales sera généralement admis. La facilité 
qui en résulte dans tous les caleuls est un des principaux avantages 
de introduction de ce systéme. Il faut done s’attacher particuli¢rement 
a développer, dans lenseignement, la nature des logarithmes et leurs 
divers usages. 

Dix, cent, mille, etc. étant les puissances successives de dix, leurs 
logarithmes sont les exposants de ces puissances. Ainsi l’on peut géné- 
ralement consideérer les logarithmes comme les exposants des puissances 
entiéres ou fractionnaires, auxquelles le nombre 10 doit étre élevé pour 
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former successivement tous les nombres. Cette maniére d’envisager les 
logarithmes est plus analytique que la précédente; elle conduit & des 
séries tres conyergentes, au moyen desquelles on peut obtenir aisément 
les logarithmes dans tous les systemes possibles. Mais les Tables de loga- 
rithmes étaient déja faites quand ces séries ont été trouvées, et la pa- 
tience des calculateurs avait suppléé a l’imperfection de leurs méthodes. 

On peut enyisager, sous ce point de yue général, les Tables de loga- 
rithmes. Concevons tous les nombres écrits sur une ligne horizontale 
et sur une ligne yerticale, de maniére que l’unité soit au point de jonc- 
tion des deux lignes. Imaginons ensuite des verticales menées par 
chaque nombre horizontal, et des horizontales menées par chaque 
nombre vertical, et supposons le produit de ces nombres, écrit au point 
de jonction de ces lignes. On formera ainsi une Table qui sera une 
extension de celle que l’on a nommée Table de Pythagore, et dont l’in- 
spection seule fera connaitre le produit de deux nombres; car, en cher- 
chant sur la premiere ligne horizontale le nombre multiplicateur et 
sur la premiére ligne verticale le nombre multiplicande, et en suivant 
les deux colonnes verticale et horizontale correspondant a ces nom- 
bres, jusqu’au point de leur jonction, on trouvera écrit, & ce point, le 
produit cherché des deux nombres. Mais une pareille Table serait d’une 
longueur excessive et, pour les seuls mille premiers nombres, elle 
renferme un million de produits, ce qui la rend impraticable. Les Tables 
de ce genre se nomment Tables a double entrée, parce que l’on y entre 
avec deux nombres. L’art de l’analyste consiste a les transformer en 
Tables a simple entrée, ou dans lesquelles on n’entre qu’avec un seul 
nombre et qui, par cette raison, sont incomparablement moins éten- 
dues; c’est ce que l’on obtient d’une maniére trés heureuse par les 
logarithmes; car le logarithme du produit de deux nombres étant la 
somme de deux logarithmes, si l'on concoit tous les nombres écrits 
dans une méme colonne verticale et leurs logarithmes a coté, en cher- 
chant les logarithmes de chaque nombre, en faisant ensuite une somme 
de ces logarithmes, et cherchant dans la colonne des logarithmes a quel 
nombre cette somme correspond, on aura le produit cherché. 
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[| me reste 2 yous dire un mot des propriétés des nombres. Elles ont 
intéressé la curiosité des géometres, surtout par les artifices singuliers 
qwila fallu imaginer pour y parvenir. Pour vous donner une idée de 
ces propriétés, il suffit d’en énoncer quelques-unes. 


Tout nombre entier est composé de quatre ou d'un moindre nombre 
de carreés. 

La somme de deux putssances semblables et entieres ne peut former 
exactement une puissance semblable, en nombres rationnels, lorsque 


cetle puissance surpasse deux. 


Ce dernier théoréme est di, avyee beaucoup d’autres également 
eurieux, i Fermat et n’a point encore été démontré. Ce grand géométre 
ayait promis de publier les démonstrations de ces divers théorémes, 
mais elles ont été perdues & sa mort, et ces théorémes sont restés 
comme autantde monuments qui, par la difficulté d’y parvenir, attestent 
la profondeur de son génie. Il est fort remarquable que les grandes dé- 
couyertes dont l’Analyse s’est enrichie dans ce siécle aient peu influé 
sur la théorie des nombres. Au reste, ces recherches ne sont jusqu ici 
que de pure curiosité, et je ne conseille de s’y livrer qu’a ceux qui en 
ont le loisir. Cependant il est bon de les suivre; elles fournissent 
d’excellents modéles dans l’art de raisonner; d’ailleurs on en fera un 
jour, peut-étre, des applications importantes. Tout se tient dans la 
chaine des yérités, et quelquefois un seul phénoméne a suffi pour faire 
passer les plus inutiles en apparence, de notre entendement, dans la 
nature. Rien ne semblait plus futile que les spéculations des anciens 
géométres sur les courbes qu’engendre la section de la surface du cone 
par un plan: aprés deux mille ans, elles ont fait découvrir a Képler les 
lois générales du systéme planétaire, dont les différents corps se 
meuvyent dans ces courbes ('). 

(+) Depuis la premiére publication de ces Legons, M. Gauss, célébre géométre, a réalisé 
cette prédiction, et, par une application extrémement ingénieuse de la théorie des nombres, 


il est parvenu a des résultats intéressants, entitrement nouveaux, sur la résolution des 
équations et sur l'inscription des polygones réguliers dans le cercle. ( Note de l’ Auteur.) 
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TROISIEME SEANCE. 


SUR L’ALGEBRE} DES PREMIERES OPERATIONS DE L’ALGEBRE; 
DES PUISSANCES ET DES EXPOSANTS. 


La considération des nombres, indépendamment de leur valeur et de 
tout systeme de numération, a donné naissance a |’Arithmétique uni- 
verselle, que l’on a désignée sous le nom d’Algebre. Pour rendre cette 
filiation sensible, supposons que l’on se soit proposé de partager le 
nombre treize en deux parties telles que la premiére surpasse de cing 
la seconde; on aura pu raisonner ainsi: puisque la seconde partie est 
égale & la premiére diminuée de cing, les deux parties réunies sont 
égales au double de la premiere, moins cing; mais la somme de ces 
parties est égale & treize; en retranchant done cing du double de la 
premicre, on aura treize et, par conséquent, la premiére, prise deux 
fois, est égale a treize plus cing, ou a dix-huit; cette partie est done 
égale a neuf, et la seconde est égale a quatre. 

En considérant d’autres nombres que treize et cing, on trouve, par 
le méme raisonnement, les deux parties demandées; mais, pour ne pas 
fe recommencer chaque fois que l’on considére de nouveaux nombres, 
ona cherché 4 exprimer le résultat final, d’une maniére indépendante 
de leur valeur. Pour cela, on a représenté les deux nombres par des 
caractéres généraux, et les plus simples, pour nous, sont les lettres de 
alphabet. Soient donc a le plus grand de ces nombres et 6 le plus 
petit; en appliquant a ces deux caractéres le raisonnement que nous 
venons de faire sur les deux nombres treize et cing, on trouve aisément 
que la premiere partie demandeée est égale & la moitié de la somme des 
deux nombres a et b. 

Pour exprimer cette somme, ou, ce qui revient au méme, pour indi- 
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quer l’'addition du nombre 4 au nombre a, on se sert du signe +, dont 
on fait précéder le nombre que l'on yeut ajouter; ainsi @ + 6 exprime 
la somme des deux nombres a et d. 

Nous ayons dit, en parlant des fractions, qu’une barre horizontale, 


au-dessus et au-dessous de laquelle on écrit deux nombres, indique la 
b 


ce ay! rah tae ax : ; 
division du nombre supérieur par linferieur; exprime done la 


a 
moitié de la somme des deux nombres a et 6; cette quantité est, par 
consequent, l’expression générale de la premiére partie demandée; 
quelles que soient les yaleurs numériques que l’onassigne aux lettres a 
et b, il ne s’agit que de les substituer dans cette expression, pour avoir 
cette partie. 

Ces formules ou expressions générales, dont la précédente n’est 
qu'un exemple trés simple, sont un des plus grands ayantages de l’Al- 
vebre, parce que, toutes les fois qu’un probléme rentre dans ces for- 
mules, ilest sur-le-champ résolu, et l’on n’a pas besoin de recommencer 
les raisonnements, souvent tres compliqués, qui les ont fait découvrir. 
Il importe done extrémement d’étendre et de multiplier les méthodes 
et les formules générales, afin qu’elles puissent embrasser tous les cas 
qui se présentent dans les applications de l’Analyse. Mais, dans les 
sciences, comme dans les arts, le besoin est le premier et le principal 
inventeur; et c’est surtout aux besoins de la Physique céleste que 
l’Analyse, la Mecanique et ’Optique sont redeyables de leurs progres. 

Les formules générales de l’Analyse sont maintenant tres multipliées ; 
mais elles sont éparses dans un grand nombre d’Ouyrages qu'il est 
souyent difficile de consulter. Le besoin d’un Ouyrage qui les rassem- 
blerait toutes se fait sentir 4 chaque instant aux analystes. 

Un second ayantage de l’Algebre, ayantage qu'elle doit a la simplicité 
de son langage, est de faire aperceyoir trés facilement les rapports des 
objets. Le résultat que nous yenons de trouver en fournit un exemple. 
On peut lexprimer ainsi: Le plus grand des deux nombres cherchés est 
égal a la moitié de leur somme, plus a la moutié de leur difference. Cette 
égalité, ainsi exprimée, exige une attention assez grande pour paraitre 
évidente; mais étant traduite en langage algébrique, son évidence 
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deyient sensible. En effet, soient m le plus grand des deux nombres et 
le plus petit, leur somme sera m+ 7. Pour indiquer leur différence, 
ou, ce qui revient au méme, pour indiquer la soustraction de n du 
nombre m, on se sert du signe —, dont on fait précéder le nombre a 
soustraire; ainsi m— 7 est l’excés de m sur n. La proposition que nous 
venons d’énoncer consiste donc en ce que m est égal a la moitié 
de mn, plus ala moitié de m—n. Pour indiquer l’égalité, on se sert 
du signe = placé entre les deux quantités que l’on égale entre elles; 


ona done 
m+n m—n 
2 2 


== 


Jobserverai ici qu’en inclinant l’une vers l’autre les deux lignes pa- 
ralléles du signe =, on forme le signe <, qui sert 4 indiquer que la 
quantité placée vers la pointe est plus petite que la quantité placée 
vers l’ouyerture; ainsi a > b exprime que a est plus grand que b. 

On nomme équation toute égalité exprimée algébriquement; les deux 
membres de l’équation sont les quantités séparées par le signe =. 

L’équation précédente est la traduction analytique de la proposition 
énonceée, et, dans cette traduction, la vérité de la proposition se mani- 
feste avec évidence; car si dans le second membre on ajoute les numé- 
rateurs des deux fractions qui ont le méme dénominateur, et si lon 
observe que +27 et — xn se détruisent, puisque l’on retranche ce que 
Von ajoute, on aura 


ce qui est évident. 

Non seulement l’Algébre donne fa facilité de saisir les rapports des 
objets, mais elle réduit les raisonnements a des opérations en quelque 
sorte mécaniques. Reprenons le probléme que nous nous sommes pro- 
posé Vabord. En nommant & la premicre partie, 2 — 0 sera la seconde; 
la somme de ces deux parties sera 22 — b; mais cette somme est a, 


on a conséquemment 
2%2—b=a; 


l’égalité ne sera point troublée, si l’on ajoute & chaque membre le 
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nombre 8, et alors ona 
22+b—b=a-+b, 

ou simplement 
22—a+), 
équation qui n’est que la premiére, dans laquelle la quantite — 0 a 
passé d’un membre dans l’autre, en changeant seulement de signe. On 
voit, par le méme raisonnement, que l’on peut faire passer générale- 
ment une quantité d’un membre dans l'autre, en Veffacant dans le 
membre ow elle se trouve, et en l’écrivant dans l’autre avec un signe 
contraire. 

On peut encore multiplier ou diviser les deux membres d’une équa- 
tion, par un méme nombre, sans troubler l’égalité; en divisant done 


par 2 les deux membres de la derniére équation, on aura 


at b 


2 


De la résulte cette régle générale pour résoudre les équations du 
premier degré & une seule inconnue (on nomme ainsi les équations 
dans lesquelles l'inconnue n’est éleyée qu’a la premiére puissance ) : 

Faites passer toutes les quantités connues dans un seul membre, et 
toutes les quantités affectées de l’inconnue dans l’autre membre; divisez 
ensuite le membre composé des quantités connues, par la quantité totale 
qui multiplie ’inconnue dans Pautre membre; le quotient sera la valeur 
de Pineonnue. 

Il importe, dans l’enseignement, d’exercer les éléves dans I’art de 
mettre les problémes en équations; pour cela il faut leur proposer un 
grand nombre de questions délicates, qui demandent une attention 
soutenue et des considérations fines, pour en traduire les conditions en 
langage algébrique; ainsi les éléyes contractent Vhabitude d’envisager 
les objets sous toutes leurs faces; ils apprennent 4 se défier des pre- 
miers apercus souvent trompeurs, car le résultat du calcul redresse 
toujours les erreurs de ce genre. 

Ce sont principalement les problémes qui dépendent de plusieurs 
inconnues, dont la traduction algébrique est difficile; on est alors 
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conduit a plusieurs équations entre ces inconnues. Si toutes ees équa- 
tions sont du premier degré, c’est-a-dire si chaque inconnue n’y est 
élevée qu’a la premiére puissance, et n’est pas multipliée par les autres, 
on prend, dans lune de ces équations, la valeur d’une des inconnues, 
comme si toutes les autres étaient connues; on substitue cette valeur 
dans les autres équations, et l’on a ainsi une équation et une inconnue 
de moins; en continuant d’opérer de cette maniére, on parvient & une 
équation qui ne renferme qu’une inconnue; on en tire la valeur, qui 
donne, en revenant sur ses pas, les valeurs de toutes les autres incon- 
nues; mais ees diverses substitutions exigent que l’on sache ajouter, 
soustraire, multiplier et diviser les quantités algébriques. Nous allons 
indiquer les régles de ces diverses opérations. | 

Pour ajouter ensemble plusieurs quantités algébriques, il suffit de les 
ecrire les unes a la suite des autres avec leurs signes, en observant que 
les quantités qui n’ont point de signe sont censées avoir le signe +; 
on réduit ensuite en un seul terme tous les termes semblables, c’est- 
a-dire ceux qui ne different que par leurs coefficients numériques. Pour 
cela, on fait une somme de tous les coefficients positifs, une autre 
somme de tous les coefficients négatifs; on retranche la plus grande 
somme de la plus petite, abstraction faite du signe, et l’on donne a la 
difference le signe de la plus grande somme. 

Pour soustraire une quantité algébrique d’une autre on écrit, a la 
suite de la quantité dont on soustrait, la quantité & soustraire, en 
changeant les signes de tous ses termes; ensuite on fait la réduction. 
Cette régle est évidente quand le nombre & soustraire a le signe +; 
supposons quwil ait le signe —, et que l’on se propose, par exemple, 
de soustraire — 6 dea; je dis que le résultat de lopération est a + b. 
En effet, le nombre a égale a + 6 — db; en retrancher — 4, sous cette 
forme, c’est évidemment effacer — 8, et alors il reste a + 6. 

Quand on ne yeut qu’indiquer une multiplication, on se sert du 
signe <, ou simplement du point que l’on place entre le multiplicande 
et le multiplicateur. Si les deux quantités que l’on multiplie sont com- 
plexes, c’est-a-dire composées de plusieurs termes, on les renferme 


38 LECONS DE MATHEMATIQUES 


chacune entre deux parenthéses, ou l’on prolonge une barre horizontale 
au-dessus; ainsi, pour indiquer le produit de a + 6 par ¢ — d, on écrit 


(a+b)x(e—d) ou a+bxc—d. 


Lorsqu’on multiplie une lettre plusieurs fois par elle-méme, on la 
répete autant de fois qu’elle doit étre ainsi multipliée, ou, pour abre- 
ger, on ne l’éerit qu'une seule fois, en placant vers le haut le nombre 
de fois que cette lettre était éerite; ce nombre est ce que l'on nomme 
exposant. 

Pour effectuer la multiplication, si le multiplicande et le multiplica- 
teur ne renferment qu’un terme, on multiplie leurs coefficients numé- 
riques, on ajoute les exposants des lettres semblables, en observant 
que toute quantité qui n’a point d’exposant est censée avoir Punitée pour 
exposant; enfin, on écrit & la suite les unes des autres les lettres dis- 
semblables. 

Quant au signe du produit, il doit étre positif, si les signes du mul- 
tiplicande et du multiplicateur sont les mémes; s’ils sont différents, le 
signe du produit doit étre négatif. Cette régle présente quelques diffi- 
cultés; on a de la peine & conceyoir que le produit de — a par — 6 
soit le méme que celui dea par 6. Pour rendre cette identité sensible, 
nous observerons que le produit de — a par + 6 est — ab, puisque ce 
produit n’est que —a@ répété autant de fois quwil ya d’unités dans 6, 
Nous observerons ensuite que le produit de —a par + 6 — 6 est nul, 
puisque le multiplicateur est nul; ainsi, le produit de — a par + b 
étant — ab, le produit de —a par — 6 doit étre d’un signe contraire, 
ou égal & + ab, pour le détruire. 

Si le multiplicande et le multiplicateur sont complexes, on multiplie 
chaque terme du multiplicande par chaque terme du multiplicateur, on 
ajoute tous ces produits et l’on fait la réduction. 

Quant & la division, si le dividende et le diviseur ne renferment 
qu'un seul terme, on divise le coefficient numérique du dividende par 
celui du diyiseur; on retranche I’exposant des lettres du diviseur de 
l’exposant des lettres semblables du dividende, et s’il y a dans le divi- 
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seur des lettres qui ne soient pas dans le dividende, on ne fait qu’indi- 
quer la division par ces lettres; enfin on donne au quotient le signe + 
ou le signe —, suivant que les signes du dividende et du diviseur sont 
les mémes ou contraires. Tout cela résulte de ce que le produit du 
quotient par le diviseur est égal au dividende. 

Ici analogie conduit ’ une remarque importante. Si l’exposant d’une 
lettre commune au dividende et au diviseur est plus grand dans le 
diviseur que dans le dividende, alors, en donnant & la lettre dans le 
quotient un exposant égal a celui du dividende moins |’exposant du 
diviseur, ce nouvel exposant est négatif; ainsi, a? divisé par a* donne a~* 


: : eh 2 a I 
pour quotient; mais @, divisé par a’, est — ou -; ona done 
a a 


getss = . 

On voit ainsi qu’une puissance négative n’est que Punité divisée par 
la méme puissance prise positivement. Cette manicre d’exprimer les 
divisions de l’unité par les puissances est du plus grand usage dans 
l’Analyse. 

Si l’on avait a diviser a® par a’, le quotient, suivant la regle géné- 
rale, serait a°, mais ce quotient est évidemment l’unité; ainsi, toute 
quantité éleyée & la puissance zéro remplace l’unite. 

Si le dividende et le diviseur sont complexes, on ordonne lun et 
lautre par rapport aux puissances d’une méme lettre, en écriyant les 
premiers, les termes dans lesquels cette lettre a le plus grand ou le plus 
petit exposant; ensuite la division se fait comme celle des nombres : on 
divise le premier terme du dividende par celui du diyiseur, et l’on a le 
premier terme du quotient, que l’on multiplie par le diviseur, pour 
retrancher le produit du dividende. La difference forme le second divi- 
dende partiel, qui, divisé pareillement par le diviseur, donne le second 
terme du quotient, et ainsi de suite. 

Quand la division n’est pas exactement possible, on peut réduire le 
quotient dans une suite infinie, ordonnée par rapport aux puissances 
croissantes ou décroissantes d’une des lettres du diyidende et du divi- 
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seur; ainsi, Punité diyisée par 1 — x donne la suite infinie 


I+ e2+2?425-+.... 


Cette opération est analogue & celle par laquelle on réduit une frac- 
(ion ordinaire en décimales, au moyen du zéro que l’on ajoute apres la 
virgule, dans son numérateur; car il est visible que les nombres déci- 
maux sont des suites ordonnées par rapport aux puissances successives 
d’un dixiéme. La réduetion des fractions algébriques en suites infinies 
parait bien simple; elle fait cependant époque dans Vhistoire de l’Ana- 
lyse, comme ayant donné la premiére suite pour la quadrature des 
courbes. 

On ajoute, on soustrait, on multiplie et l’on divise les fractions algé- 
briques; on les réduit & leur moindre expression, exactement comme 
les fractions numériques. 

La formation des puissances ct l’extraction des racines se font encore 
de la méme maniére en Algébre qu’en Arithmétique, mais on peut 
considérablement abréger ces opérations par la formule suivante : 

Conceyez la quantité décomposée en deux parties; soient a et 6 ces 
deux parties, et z la puissance & laquelle leur somme doit étre élevée, 
Ona 


n(n n(n—1)(n — 2) 


<< qr H+. ,., 


we oe ae 
(a+ b)*=a"+ na® "b+ a, 
) oe ee 


— an—? 5? +- 
2 

La loi des termes est évidente. Cette formule est ce que l’on nomme 
formule du binome, dont Newton est l’inyenteur. Ce qu’elle offre de 
remarquable c’est qu'elle s’étend également aux puissances positives, 
negatives, enti¢res et fractionnaires, en sorte qu'elle a généralement 
lieu, quelle que soit la yaleur den; c’est ce qui la rend d’un si grand 
usage dans toute l’Analyse; il faut done s’attacher dans l’enseignement 
a la démontrer et & déyelopper les applications que l’on peut en faire. 
Lorsqu’on en fait usage pour l’extraction des racines, n devient un 
nombre fractionnaire, etalors on prend la premiére partie adu binome, 
plus grande que 4, et telle que l’on puisse en extraire la racine proposée. 

Je dois ici yous présenter deux observations sur la maniére dont il 
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parait que Newton parvint a cette formule. Il observa d’abord la loi des 
coefficients numériques des puissances du binome dans le carré, le 
cube, la quatriéme puissance, etc., et bientét la loi générale se mani- 
festa. Cette maniére de s’élever aux lois générales, par la considération 
des cas particuliers, se nomme induction. Elle est la source de presque 
toutes les découvertes dans |’Analyse et dans la nature dont tous les 
phénomeéenes sont, comme nous l’ayons déja dit, les résultats mathéma- 
tiques d’un petit nombre de lois invariables; ainsi, la marche de Newton 
dans la découverte de la gravitation universelle a été exactement la 
méme que dans celle de la formule du binome. Mais, dans cette méthode 
dinduction, il faut éviter de généraliser trop promptement, car ilarrive 
quelquefois qu'une loi qui se soutient dans un grand nombre de eas 
est démentie par les cas suivants. La méthode d’induction, quoique 
excellente pour découvrir les vérités générales, ne doit done pas dis- 
penser de les démontrer avec rigueur. 

Newton étendit ensuite aux puissances fractionnaires et négatiyes 
expression analytique qu’il avait trouyée dans les puissances entiéres 
et positives. Vous voyez dans cette extension un des grands ayantages 
du langage algébrique, qui exprime des vérités beaucoup plus générales 
que celles que l’on voulait lui faire exprimer; en sorte qu’en lw don- 
nant toute ’étendue qui lui convient, on voit sortir une foule de yérités 
nouvelles, de formules qui n’ayaient été trouvées que par des supposi- 
tions particuliéres. On fut d’abord trés réservé & admettre ces conseé- 
quences générales que fournissent les formules analytiques; mais un 
grand nombre d’exemples les ayant justifiées, on s’abandonne aujour- 
d@hui, sans crainte, a l’Analyse et a toutes les conséquences qu'elle 
nous présente, et les plus heureuses découvertes ont été le fruit de 
cette hardiesse. Obseryons cependant qu'il y a quelques précautions & 
prendre pour éviter de donner aux formules plus de généralité qu’elles 
n’en comportent, et qu’il est toujours bon de démontrer en rigueur les 
résultats que l’on obtient. 

Quand on ne yeut qu’indiquer une extraction de racine, on se sert 


du signe y¥ sous lequel on renferme la quantité proposée; ce radical, 
OEuvres de L. — XIV. 6 
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par lui-méme, n’indique qu’une racine carrée; mais pour lui faire indi- 
quer une racine cubique ou une racine quatriéme, etc., on écrit au- 
dessus les nombres 3, 4, ...; ainsi Va + 8 indique la racine cubique 
de a+b. Ce signe et les précédents forment, avec les lettres de l’alpha- 
bet, les éléments de la langue algébrique, qui, comme l'on voit, est 
aussi simple qu’elle est générale. On yerra par la suite de nouvelles 
maniéres d’envisager les grandeurs, introduire encore quelques nou- 


veaux signes dans l’Analyse. 


<a 0G 


DONNEES A L’ECOLE NORMALE EN 1795. 43 


QUATRIEME SEANCE. 


SUR LA THEORIE DES EQUATIONS. 


Apres avoir exposé, dans la précédente Lecon, les éléments du lan- 
gage algébrique, je reviens a la théorie des équations. J’ai indiqué la 
méthode de résoudre les équations du premier degré, méthode que l’on 
est parvenu a simplifier, en déterminant directement la valeur de chaque 
inconnue, au moyen des quantités connues de ces équations. La consi- 
dération des carrés des nombres a conduit aux équations du second 
degré. On appelle ainsi les équations dans lesquelles l’inconnue est 
élevée & sa deuxieme puissance. 

Supposons que l’on se propose de trouver un nombre tel que, si de 
trois fois ce nombre on retranche son carré, le reste soit égal & 2. En 
nommant x ce nombre, 3 en fera le triple, et son carré sera «?; leur 
différence sera done 3a — a*; ainsi l’on aura |’équation 


C’est la traduction algébrique de la question proposée; il s’agit d’en 
tirer la valeur de l’inconnue. 

Pour cela, on commence par rendre le carré de l’inconnue positif, 
ce que l’on fait en multipliant tous les termes de ’équation par — 1, et 
alors ona 

xv— 3x=—2. 

Si, par l’addition d’un terme connu & chaque membre de |’équation, 
on parvenait a rendre le premier membre un carré parfait, il est clair 
qu’en extrayant la racine carrée de chaque membre, |l’équation s’abais- 
serait au premier degré; or, on sait que le carré d’un binome est égal 
au carré du premier terme, plus au double du produit du premier 
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terme par le second, plus au carré du second; en considérant done x 
comme le premier terme du binome, et — 3% comme étant égal au 
produit de a par le double du second, — 3 sera ce second terme; il 
suffit done d’ajouter son carré ou 2 au premier membre de l’équation 


précédente, pour le rendre un carré parfait. Cette équation devient ainsi 


Mais on doit faire ici une observation importante. La racine carrée 
d'un nombre peut étre également affectée du signe + ou du signe —; 
car le carré de —a@ est le méme que celui de + @; ainsi, en extrayant 
la racine carrée de chaque membre de l’équation précédente, le signe 
radical peut étre indifferemment affecté de Pun ou Vautre de ces signes, 
et rien n’indique lequel doit étre employé. Pour exprimer cette double 
signification du radical, on le fait précéder du double signe +. Ona 


ainsi 
3 c 
Bm = eee 9 — 2; 
2 4 
d’ou l’on tire 
c= 3 ei <a 
2 2 


Ona done pour & les deux yaleurs «= 2 et x =1, suivant que l’on 
prend le signe + ou le signe —-, et il est visible que chacune de ces 
valeurs satisfait également & la question proposée. Ces valeurs ont été 
nommées racines de l’équation. 

Vous yoyez par la que les équations du deuxiéme degré ont un carac- 
tére tres distinct de celles du premier degré, dans lesquelles l’inconnue 
n'est susceptible que d’une seule yaleur, et yous pouvez déja en con- 
clure que, dans les équations du troisiéme degré et des degrés supé- 
rieurs, ol l'inconnue est élevée a la troisiéme puissance, et A des puis- 
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sances plus élevées, l’inconnue a autant de valeurs qu’il y a d’unités 
dans l’exposant de sa plus haute puissance. 

Si, dans la question proposée, la difference 3a — «?, au lieu d’étre 
égale a 2, était supposée égale & 3, on aurait 


|B: 
a 2 ou pee cai 


a 4 2 x 


La quantité ¥— 3 est impossible; car un nombre réel, positif ou né- 
gatif, ne peut avoir pour carré un nombre négatif; le probleme qui 
conduit & ces valeurs est donc impossible. Ces valeurs se nomment 
imaginaires; on peut les mettre sous la forme d’une quantité réelle 
augmentée ou diminuée d’une autre quantité réelle multipliée par ¥— 1; 
ainsi les deux valeurs précédentes de x peuvent étre mises sous cette 
forme, ++ y2./—1, et l’on voit qu’a cause du double signe +, dont 
le radical ¥—1 doit étre affecté, la racine imaginaire est double; en 
sorte que les racines d’une équation du deuxiéme degré sont, ou toutes 
deux réclles, ou toutes deux imaginaires. 

Quoique les quantités imaginaires soient impossibles, cependant 
leur considération est du plus grand usage dans l’Analyse. Souyent les 
grandeurs réelles se présentent sous la forme de plusieurs imaginaires, 
dans lesquelles tout ce qwil y a d’imaginaire se détruit mutuellement, 
quoiqw il soit difficile de le reconnaitre a linspection des formules. On 
verra bientot que l’expression des racines des équations du troisiéme 
degré est dans ce cas, lorsque toutes les racines sont réelles; d’ailleurs, 
la comparaison des grandeurs réelles entre elles, et des imaginaires 
avec les imaginaires, est un moyen fécond de l’Analyse, pour déter- 
miner les grandeurs. 

Proposons-nous encore le probléme suivant : 


Deux lumiéres, dont l'une est quatre fois plus intense que l autre, étant 
séparees par un intervalle de trois pieds, determiner, sur la droite qui les 


joint, le point qu’elles éclairent également. 


Si ’onnomme & la distance de la plus faible lumieére a ce point, cette 
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distance étant supposée dirigée vers la plus forte lumiére, 3 — a sera 
la distance de la plus forte lumiére au méme point; or, on sait que la 


force de la lumiére décroit en raison du carré de la distance, en sorte 


que 5 sera la force de la plus petite lumiére, & la distance x, et 


2 


h . . . 
3 a sera la force de la plus grande, & la distance 3 — x; ainsi, ces 


forces deyant étre égales par la condition du probléme, ona 


/ 

I 4 
een ee 
a (3 a) 


ce qui donne, aprés les réductions conyenables, 


z*+-a%2—3; 
d’ot Von tire 


m— IE 2, 


Les deux valeurs de x sont donc «=1 et a= — 3. La premiere 
apprend que le point également éclairé par les deux lumiéres, et placé 
entre elles, est & 1 pied de distance de la plus faible. La seconde valeur 
est négative; elle montre ce que l’on pouyait ignorer d’abord, savoir 
qu'il existe un second point également éclairé par les lumiéres, et placé 
a 3 pieds de distance de la plus faible, mais en sens contraire du pre- 
mier, c’est-a-dire sur la droite qui joint les deux lumiéres, prolongée 
du cété opposé a la plus forte. En effet, il est visible que ce point étant 
a 3 pieds de distance de la plus faible lumiére, et & 6 pieds de distance 
de lautre, il est également éclairé par les deux lumiéres. Vous voyez 
par la que les valeurs négatives satisfont, comme les positives, aux pro- 
blémes; mais elles doivent étre prises dans un sens opposé a celui des 
valeurs que l’on considére comme positives. Ces solutions inattendues 
nous prouyent la richesse de la langue algébrique, & la généralité de 
laquelle rien n’échappe, quand on la sait bien lire. 

Eleyons-nous maintenant a la considération de l’équation la plus gé- 
nérale du deuxiéme degré. Quelle que soit cette équation, en transpo- 
sant tous ses termes dans un seul membre, et en la divisant par le 
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= 
= 


coefficient du carré de l’inconnue, on peut lui donner cette forme, 
x*+ px+q=0; 


pet gq étant des quantités quelconques positives ou négatives. Le pre- 
mier membre de cette équation devient le carré de w+ 4p, en lui 
ajoutant +p?; on a donc 


I /1 
ae Po tS pea 
e=— > pt pie a: 


Telle est la forme générale des racines des équations du deuxiéme 


d’ot l’on tire 


degré, et yous voyez que ces racines ne peuyent étre imaginaires que 
dans le cas ot g est positif, et plus grand que + p?. 

En examinant avec attention la raison pour laquelle l’équation du 
deuxiéme degré est susceptible de deux yaleurs que nous désignerons 
par a et 6, il est facile de reconnaitre que la quantité #?+ px + q est 
le produit des deux x —a et x — b, et qu’ainsi l’équation du deuxiéme 
degré peut étre mise sous la forme 


(a—a)(x#—b)=0. 


Alors il est visible que cette équation est également satisfaite par la 
supposition de «=a et par celle de a = b. Cette maniére d’envisager 
les équations du deuxiéme degré, étendue aux équations d’un degré 
quelconque, est la clef de toute la théorie des équations; il importe 
donc de la développer et d’en faire sortir les principaux résultats de 
cette théorie. 

Je ne puis ici que tracer la route, en indiquant les vérités les plus 
remarquables, et en vous laissant le soin de rétablir les verités intermé- 
diaires et les demonstrations que je suis forcé de supprimer. J’exhorte 
ceux qui veulent approfondir ces matiéres & se réunir de temps en 
temps pour cet objet. Je me ferai un deyoir d’assister, le plus souvent 
qu il me sera possible, 4 ces conférences, heureux d’étre utile a ceux 
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Wentre yous que leur gout et leurs talents appellent & répandre les 
sciences mathématiques et a reculer leurs bornes. 


Considérons généralement l’équation 
a” + px®t4 gx2® + rz 3+... t+h=o. 


Soient a, b,c, d, ... sesn racines; le premier membre sera le produit 
des n facteurs 2 — a, x —b, x —c, w—d, .... En formant ce produit 
on trouye : 1° que le coefficient p est égal & la somme des racines, 
prise ayec le signe —; 2° que le coefficient g est égal & la somme des 
produits deux & deux des mémes racines; 3° que le coefficient 7 est 
égal & la somme des produits trois & trois des mémes racines, prise 
avec le signe —, et ainsi de suite; enfin, que le dernier terme / est le 
produit de toutes les racines, pris avec le signe +, ou avec le signe —, 
suivant que le degré de Péquation est pair ou impair. 

Les coefficients p, g, 7, ..., A étant supposés des nombres entiers, 
l’équation ne peut pas avoir pour racine un nombre rationnel, & moins 
qu'il ne soit entier. Dans ce cas, cette racine est un des diviseurs du 
terme h; en substituant done, dans l’équation proposée, au lieu de 2, 
chacun de ces diviseurs pris successivement avec le signe + et avec le 
signe —, ceux qui y satisferont seront les racines commensurables de 
l’équation; si @ est une de ces racines, w — a sera diviseur de son 
premier membre; ainsi l’on aura ses diviseurs commensurables du pre- 
mier degré. On a imaginé divers artifices pour simplifier cette méthode 
et pour l’étendre aux diviseurs commensurables des degrés supérieurs. 
Vous les trouverez exposés, avec autant de clarté que d’élégance, dans 
VAlgebre de Clairaut. 

Dans le cas ot l’équation a des racines égales, on peut obtenir fort 
simplement ces racines, et par conséquent le diviseur commensurable 
formé de leur produit. Pour cela, on multiplie chaque terme de l’équa- 
tion par l’exposant de ’inconnue dans ce terme; le commun diviseur 
de léquation proposée, et de cette méme équation ainsi multipliée, 
donne, en l’égalant & zéro, toutes les racines égales de l’équation. 

On nomme fonction d’une ou de plusieurs grandeurs, toute quantité 
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qui les contient d’une maniére quelconque. La fonction est rationnelle 
si elle ne renferme point ces grandeurs sous le signe radical; elle est 
entiére si elle ne contient point de fractions. 

Les coefficients p, g, 7, ... sont des fonctions des racines de l’équa- 
tion telles qu’elles restent les mémes, en y échangeant les racines entre 
elles. Je nomme fonction invariable toute fonction des racines qui jouit 
de cette propriété. Telles sont les sommes des carrés, des cubes, etc. 
des racines. 

Toute fonction invariable des racines peut étre déterminée au moyen 
des coefficients de l’équation. Cette détermination est un probleme trés 
intéressant, pour la solution duquel les analystes ont donné diverses 
méthodes générales qu’il est bon de connaitre. La méthode suivante 
suffit pour ce qui doit suivre. 

On peut obtenir successivement la somme des puissances des 
racines, au moyen de cette équation: la somme des puissances m des 
racines, plus la somme des puissances m —1, multipliée par p, plus la 
somme des puissances m—2, multipli¢ée par g, plus la somme 
des puissances m— 3, multipliée par 7, plus, ete., plus enfin le 
coefficient de «”-” dans l’équation proposée, multiplié par m, est égale 
a zero. 

On doit observer de n’admettre dans cette formule que des puis- 
sances positives entiéres, et égales ou plus grandes que l’unité; on doit 
observer encore que le coefficient de x” est nul, si m surpasse zn. 

Pour avoir la somme des termes de la forme a”b” on multipliera la 
somme des puissances a” par la somme des puissances a”; le produit 
sera formé de la somme des puissances a”*”’ et de la somme des 
termes de la forme a”b”'; ainsi l’on aura cette derni¢re somme au 
moyen de celle des puissances, et, par conséquent, en fonction des 
coefficients de l’équation. 

Pour avoir la somme des termes de la forme a”6”’c””, on multipliera 
la somme des termes de la forme a”b” par lasomme des puissances a” ; 
le produit sera formé : 1° de la somme des termes de la forme ab”; 
2° de la somme des termes de la forme a”b”’*™"’; 3° de la somme des 
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termes de la forme a”b” c”’; on aura done encore cette derniére somme 
en fonction des coefficients de equation, et ainsi de suite. 

Maintenant, toute fonction inyariable est égale & une ou plusieurs 
sommes de la forme précédente; elle peut done étre ainsi déterminée 
au moyen des coefficients p, g, 7, ... de ’équation proposée. 

Si l'on a une fonction de racines qui subisse des variations, en y 
échangeant toutes les racines de l’équation, les unes dans les autres, 
alors en désignant par a’, b’, c’, ... ces divers changements que je sup- 
pose étre au nombre de ¢, cette fonction sera donnée par une équation 
en s résultant du produit des z facteurs s —a’, s — b', s—c’, .... En 
déyeloppant ce produit, les coefficients des puissances de < seront des 
fonctions inyariables des racines a, 6, c, ... de ’équation primitive, et 
pourront étre déterminés au moyen de ses coefficients. Par exemple, la 
fonction (a — 6)? subit Spas changements, en y substituant pour @ 
et b toutes les racines de Péquation primitive; l’équation en z, dont les 


(liverses racines sont, dans ce cas, les carrés des différences des ra- 


me . Rikti—JI 
cines a, b,c, ..., est done du degré el eae 2 


Toute équation dun degré impair a au moins une racine réelle, d’un 
signe contraire & celui de son dernier terme; car, si l’on suppose, par 
exemple, ce dernier terme positif, en substituant dans le premier 
membre de |’équation, au lieu de l’inconnue, toutes les valeurs, depuis 
zero jusqu’a l’infini négatif, ce membre passera, par degrés insensibles, 
d’une valeur positive & une yaleur infinie négative; d’ou il suit qu’une 
des valeurs de ’inconnue, intermédiaire entre zéro et Vinfini négatif, 
rend ce premier membre nul, et, par conséquent, elle est une des 
racines de la proposée. 

Le méme raisonnement fait yoir que, si l’équation étant d’un degré 
pair, son dernier terme est négatif, elle a au moins deux racines réelles, 
l'une positive et autre négative. 

Les racines imaginaires des équations sont de la forme m +2 yoni. 
m et n étant des quantités réelles, et si Péquation a pour racines 


m-—+-ny —1, elle a pareillement pour racine m — ny — 1; en sorte que 
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les racines imaginaires sont toujours en nombre pair, et l’équation, si 
elle est d’un degré pair, peut étre décomposée en facteurs du deuxiéme 
degré, dont les coefficients sont réels. Ce théoreme important a été 
admis par les analystes, avant qu’ils en aient eu une démonstration 
rigoureuse. D’Alembert est le premier qui l’ait démontré, en faisant 
voir en méme temps que toutes les imaginaires connues se réduisent & 


la forme m+nV—1. 


Deux termes consécutifs d’une équation, qui ont le méme signe, 
forment une permanence; s’ils ont différents signes ils forment une 
variation. Par termes consécutifs j’entends ceux dans lesquels les 
exposants de l’inconnue ne différent que d’une unité. 

Il ne peut pas y avoir, dans une équation, plus de racines réelles 
positives que de variations; il ne peut pas y avoir plus de racines réelles 
négatives que de permanences. 

De 1a il suit que, si toutes les racines sont réelles, il y a autant de 
racines positives que de variations, et autant de racines négatives que 
de permanences. C’est la fameuse régle de Descartes, qui ne l’a trouvee 
que par induction. Elle a été démontrée depuis, ef méme généralisée 
par de Gua, dans les Mémoires de Académie des Sciences pour 
Vannée 1741. : 

Si quelques-uns des termes de l’équation manquent, ce qui reyient a 
supposer leurs coefficients égaux a zéro, on peut alors les faire pré- 
céder, & volonté, des signes + ou —, et si le nombre des variations 
n’est pas le méme dans ces hypotheses, l’équation a nécessairement des 
racines imaginaires. Par exemple, si deux termes consécutifs manquent 
a la fois, l’équation a des racines imaginaires, et ’équation #2” + 1 =o 
a toutes ses racines imaginaires si 7 est pair, et elle n’a qu'une racine 
réelle si z est impair. 

On n’a point encore de régle générale pour reconnaitre, dans une 
équation proposée, le nombre des racines réelles et celui des racines 
imaginaires. Plusieurs géomeétres ont donné les moyens de déterminer, 
dans les équations du troisiéme et du quatriéme degré, le nombre des 


racines imaginaires, celui des racines réelles positives et le nombre 
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des racines réelles négatives. Je citerai, entre autres, Dionis-Duséjour, 
que la mort vient d’enleyer aux sciences et, en particulier, a l’Astro- 
nomie qu'il a considérablement enrichie par des applications nom- 
breuses et importantes de l’Analyse aux divers problémes astrono- 
miques. Ce sayant, illustre et regrettable sous tous les rapports, a 
laissé en manuscrit un beau Mémoire, dans lequel il étend aux équa- 
tions du cinquiéme degré ses recherches publiées dans les Mémoires de 
l’ Académie des Sciences pour l'année 1772. 

On peut toujours déterminer si toutes les racines d’une équation 
sont réelles, en formant l’équation dont les racines soient les carrés des 
différences des racines de la proposée; car il est visible que toutes les 
racines de cette nouvelle équation seront réelles et positives si toutes 
les racines de la proposée sont réelles; ’équation du carré des diffé- 
rences des racines aura done alors tous ses termes alternativement 
positifs et négatifs. Réciproquement, si cela a lieu, la proposée n’a au- 
cune racine imaginaire, car les deux racines imaginaires, 7 -++ nr oer 
et m — ny —1, donneraient la racine négative — 4n?, dans Véquation 
du carré des differences des racines; mais, par le théor¢me exposé 
ci-dessus, cette équation ne peut pas avoir des racines négatives si ses 
termes sont alternativement positifs et négatifs; toutes les racines de 
la proposée sont done alors réelles. 

On peut faire subir aux équations diverses transformations utiles; si 
l'on yeut, par exemple, changer les racines positives en négatives, et 
réciproquement, il suffit de changer les signes des termes dans lesquels 
l’inconnue est éleyée & une puissance impaire. On peut augmenter ou 
diminuer, & yolonté, les racines d’une équation, d’une quantité quel- 
conque, et faire ainsi disparaitre un de ses termes, x étant l’inconnue, 
n le degré de Péquation et p le coefficient du second terme; si l’on 


suppose «= y — f, on aura une nouvelle équation en y du degré n, 


dans laquelle le coefficient de y’~' sera nul, et dont la forme sera, par 
cette raison, un peu plus simple que celle de la proposée. 


nD me 
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CINQUIEME SEANCE. 


SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS. THEOREME SUR LA FORME 
DE LEURS RACINES IMAGINAIRES. 


Je vous ai présenté, dans la Lecon précédente, les propriétés les plus 
remarquables des équations; je vais m’occuper, dans celle-ci, de leur 
résolution. 

Il existe une classe nombreuse d’équations que l’on peut résoudre 
comme celles du deuxieme degré; elles sont comprises dans cette 
formule générale : 

a= pe? sg 0. 
En les résolvant par la méthode que nous avons donnée, relativement 


aux équations du deuxidme degré, ona 


ea ara eee 


Cette valeur de x donne lieu & quelques observations. D’abord, 


extraction exacte de la racine de la quantité renfermée sous le radical 
est quelquefois possible; ainsi, en supposant z = 2 et g égal a un carreé 


que nous représentons par m*, ona 


=e /-j 7 P+ m2 Sg Pom 


Les géométres ont imaginé, pour faire ces extractions, lorsqu’elles 


sont possibles, diverses méthodes qu'il est bon de connaitre, pour 
donner aux expressions analytiques toute la simplicité dont elles sont 
susceptibles. 

On peut observer ensuite que si l’on ne consideére que les racines 
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auxquelles on parvient par les méthodes arithmétiques de lextraction 
des racines, l’expression précédente de & n’a que deux valeurs, et cepen- 
dant ’équation proposée étant du degré 2x, elle doit avoir 27 racines. 
Pour les déterminer, nommons / et /’ les deux racines précédentes, 
déterminées par les méthodes arithmétiques; nommons ensuite 1, &, 
a’, ... les n racines de l’équation #*—1=0, racines qui sont les 
diverses racines nis de l’unité; alors les 22 racines de l’équation 
primitive seront h, ah, a’h,...,h', ah’, wh’, .... Tout se réduit done 
a déterminer les racines de l’équation 2*—1= 0. 

Si n = 2, ces racines sont +1. 

Si n = 3, l'une des racines est l’'unité. En divisant ensuite l’équa- 


tiona2?—1=opara—r,ona 


v4+2+1=0, 
d’ou l’on tire 
Pe leat t= fet 
2 
Si n = 4, les quatre racines sont +1, von 
On peut déterminer algébriquement ces diverses racines, lorsque 
n ne surpasse pas 10 ('). En fraitant de lapplication de PAlgébre & la 
Géométrie nous donnerons le moyen d’obtenir toutes les racines de 
Péequation a” = 1 =o, quelle que soit. Nous observerons seulement ici 
que 1 et « étant deux racines de l’équation 2” — 1 = 0, les n — 2 autres 
racines sont a, a, ..., @*-', sim est un nombre premier. 
Considérons présentement les équations du troisiéme et du qua- 
tridme degré. Depuis longtemps les analystes ont résolu ces équations 
par diverses méthodes ingénieuses; elles consistent & transformer, par 
des substitutions conyenables, l’équation que l’on veut résoudre, dans 
une autre qui puisse étre résolue a la maniére des équations d’un degré 
inferieur, et & déterminer, au moyen des racines de cette nouvelle 
équation que l’on nomme réduie, toutes les racines de la proposée. 


(+) Depuis l’époque de la premiére publication de ces Legons, M. Gauss est parvenu, 
par une analyse extrémement remarquable, a déterminer algébriquement ces racines pour 
un degré queiconque. (Note de l’ Auteur.) 
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Il est visible que ces derniéres racines étant données au moyen des 
racines de la réduite, elles en sont des fonctions, et qu’ainsi les racines 
de la réduite sont elles-mémes fonctions des racines de la proposée. 
Toutes les méthodes de résoudre une équation se réduisent done A 
déterminer une fonction de ses racines qui dépende d'une équation 
dun degré inférieur et qui soit telle qu’elle donne facilement les 
racines de la proposée. En considérant sous ce point de vue les diyerses 
solutions des équations du troisiéme et du quatriéme degré, il en ré- 
sulte une méthode de les résoudre puisée dans la nature méme de ces 
équations, et qui a l’avantage d’éclairer ces solutions, d’en montrer les 
rapports et de faire voir comment, par des procédés trés différents, 
elles conduisent cependant a des résultats identiques; ainsi, quoique 
cette méthode soit un peu plus longue que les méthodes indirectes, je 
la crois préférable dans un cours destiné a déyelopper les vrais prin- 
cipes des sciences. Je dois observer ici que cette méthode de résoudre 
les équations du troisieme et du quatriéme degré et le rapprochement 
des méthodes connues pour le méme objet ont été donnés de la ma- 
niere la plus générale et la plus lumineuse par M. Lagrange, dans deux 
Mémoires insérés parmi ceux de l’Académie des Sciences de Berlin, 
pour les années 1770 et 17713 je vous engage pareillement a voir, sur 
cette matiére, un excellent Mémoire de Vandermonde, imprimé dans le 
Volume de l’Académie des Sciences pour l’année 1771 ('), et VOuvrage 
de Waring, intitulé Meditationes algebraice. 

Pour exposer d’une manicre uniforme ce que l’on sait sur la réso- 
lution des équations, nous allons reprendre celle de léquation du 
deuxiéme degré, 

w+ pxr+gq=0o. 

(1) Dans ce Mémoire, Vandermonde donne I’expression de la racine d'une équation du 

cinquidme degré dont dépend la résolution de l’équation 

zii—_ t= 0; 
et l’on peut dire qu’il est le premier qui ait franchi les limites dans lesquelles la résolution 
des équations 4 deux termes se trouvait resserrée. Malheureusement ce résultat important 


fut longtemps ignoré. 
Consulter OZuvres de Lagrange, t. VII, p. 355-360. 
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Nommons a et d ses deux racines. Leur somme a + 6 est, comme on 
Va vu, égale & —p; il ne s’agit done plus que d’avoir la valeur d’une 
autre fonction des racines qui, combinée avec l’égalité précédente, 
détermine chacune de ces racines, en ne résolyant que des équations 
du premier degré. Pour cela, il faut que la fonction cherchée soit de 
la forme /a+ mb; les fonctions de cette forme, dans lesquelles les 
quantités ne sont éleyées qu’a la premiére puissance et ne sont point 
multipliées les unes par les autres, se nomment fonctions linéaires. La 
précédente est susceptible de deux combinaisons, en y changeanta en 6, 
et réciproquement; elle dépend done d’une équation du deuxiéme degré, 
excepté dans le cas ot d= m; mais alors cette fonction ne donne que 
la somme des racines qui est deja connue. Puisque nous sommes 
forcés, pour déterminer la fonction da + mb dont nous avons besoin, 
de résoudre une équation du deuxiéme degré, il faut que cette équation 
puisse se résoudre par une simple extraction de racines, et qu’ainsi 
elle ne renferme que le carré de lVinconnue. Dans ce cas, ses deux 
racines sont égales mais de signes contraires; il faut done déterminer 
les deux coeflicients 2 et m, de maniére que la fonction la + mb ne 
change point de yaleur et prenne un signe contraire, en y changeant a 


en 6 et réciproquement, ce qui donne 


la -—- mb =— 1b — nia 
ou 
l=—m, 


et si l'on suppose, pour simplifier, 7=1, la fonction cherchée sera 
a — b; en la désignant par z, la valeur de z sera donnée par l’équation 


[zs —(a—b)][s—(b—a)]=0 
ou 
=a’?+ b?—2ab. 
Or, on a 
a+ b= p?—24, npg 
done 


. 


(ou l'on tire s ou a — dD égal a y¥ p*— 4q. En combinant cette égalité 
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avec celle-ci a + 6 = — p, on trouve, pour a et b, les deux racines que 
nous avons données dans la Lecon précédente. 

Il est visible que ces deux racines sont réelles on imaginaires, 
suivant que p?— 4q est positif ou négatif. Quand les racines sont 
réelles, leur signe est le méme si g est positif; enfin, si elles sont de 
méme signe, elles ont un signe contraire a p. 

En supposant l’équation générale du troisieme degré privée, pour 
plus de simplicité, de son second terme, elle prend la forme 


2+ pa“ 4+-q=o0. 


Soient a, b, ¢ ses trois racines et cherchons a priori une fonction de 
ces racines qui ne dépende que d’une équation du deuxiéme degré et 
qui les détermine facilement. La forme la plus simple que l’on puisse 
supposer a cette fonction est celle-ci: da + mb + nce; en y échangeant 
entre elles les racines a, , c, on a six combinaisons différentes ; ainsi, 
Péquation dont cette fonction dépend est du sixi¢me degré. Pour en 
faire usage, il faut qu’elle soit résoluble a la maniére des équations du 
deuxiéme degré, et qu’ainsi le cube de cette fonction ne dépende que 
@une équation du deuxiéme degré. Alors, en nommant / et A’ ses 
deux racines et en désignant par 1, « et a’ les trois racines cubiques de 
Punité, les six valeurs de la fonction proposée seront 


/ f i i ZF 
lis; CeO, asd, Mle, esi Oa 


Sil’on prend pour / et A’ deux de ces valeurs, telles que a+ mb + ne 
et lb + ma + nc, et sil’on se rappelle que « = «?, il est facile de your 
que les quatre autres valeurs ne peuvent pas étre égales a celles-ei 
multipliées respectivement par et «’, 2 moins que les coefficients 4, 
met 7 ne soient entre eux comme les racines cubiques de l’uniteé et, 
réciproquement, que, si cela a lieu, les six valeurs de da + mb + ne 
ne seront que les deux précédentes multipliées respectivement par ces 
racines cubiques. En supposant done /, m, n égaux a ces racines et 
représentant par z la fonction Ja + mb + nc, s sera donné par l’équation 


[s'—(a+ab+a'c)][s'5—(ea+b+a'c)]=o, 
OEuwvsres de L. — XIV. 8 


58 LECONS DE MATHEMATIQUES 


dans laquelle le coefficient de s° et le terme indépendant de s seront 
des fonctions inyariables des racines a, 5, c, puisque les six yaleurs 
de la fonction a+ab+«’c y entrent de la méme maniere. C’est, en 
effet, ce que le calcul confirme a posteriori; car, si l’on considére que 


par la nature des racines cubiques de l'unité on a 


Iit+e+e’—0o, 
on paryient a la réduite 


en nommant done z et s’ ces racines, on aura 


at+ab+a'c=s, 


Ca-- O-- aos 


La condition que le second terme de la proposée est nul donne 


on aura ainsi 


z et zs’ étant des racines cubiques, ils sont susceptibles chacun de trois 
valeurs qui donnent neuf yaleurs différentes pour les racines a, ), c. 
Cette multiplicité de yaleurs tient & ce que s et 3’ ne contiennent que 
le cube de p, en sorte que les yaleurs précédentes de a, b, ¢ résolvent, 
outre la proposée, les deux équations 


z+apr+q=o0, w+ a'pxr+-q=0; 


elles sont done les racines de l’équation du neuviéme degré, résultante 
du produit de ces trois équations. Mais, parmi ces racines, il ne faut 
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choisir que les trois qui, substituées pour a, b, c, satisfont a l’équation 
ab + ac +- be = p; 


cette équation donne s3’= — 3ap; ainsi, en désignant par 3A et 3h’ 
les valeurs de z et 2’, lorsqu’on prend l’unité pour racine cubique de 
lunité, il suffit de supposer s = 3/ et s’ = 3ah’, et alors on a 


a=h-+h', b=ah+ah', CSS cher abh'. 


Ces expressions des racines du troisiéme degré offrent une singu- 
larité remarquable qui embarrassa beaucoup les premiers analystes. 


I I } - . : a. wet 
Lorsque Aa Be aoe. est négatif, les valeurs de / et A’ sont imaginaires. 


I] ne faut pas cependant en conclure que la proposée renferme alors 
des racines imaginaires. Loin que cette conséquence soit juste, il est 
généralement vrai que, dans ce cas, les trois racines de la proposée 
sont réelles et qu’elles ne peuvent l’étre que dans ce cas, qui a été 
nommeé cas irreductible, tous les efforts que Von a faits pour donner 
une autre forme aux expressions des racines ayant été inutiles. On ne 
tarda pas a reconnaitre la réalité des racines dans ce cas singulier. 
Parmi les moyens imaginés pour s’en assurer, voici le plus simple : 


Faisons, pour plus de simplicité, 


I l I - 
—-qa=m et 97+ —pP=nvy-—}; 
2 4 27 


on aura 


2 a 3 a= 
h=Vm+nV—1, h'=Vm—nvV—-1. 


Si l’on développe chacun de ces radicaux en séries ordonnées par 
rapport aux puissances croissantes ou décroissantes de n, suivant que 
n est plus petit ou plus grand que m, on aura, pour f et A’, des expres- 


sions de cette forme 
h=M+Ny—-1, h'=M—Ny—1, 
M et N étant des quantités réeclles; on aura ainsi 


a=2M, b=—M+Ny3, e=—M—Ny3. 
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Si A et 2’ sont réels, il n'y a que la premiére racine a de réelle; on 
reconnaitra done si une équation du troisiéme degré a toutes ses racines 


j ‘ ae oe I ; Rare 
réelles par le signe de la quantité 5 a —p*; si cette quantité est 
</ 


négative, les trois racines sont réelles; si elle est positive, deux des 
racines sont imaginaires. A la yérité, ’équation que nous venons de 
considérer manque de son second terme; mais il est toujours facile, 
comme on I’a yu, de réduire une équation A cette forme, et cela ne 
change point le nombre de ses racines réelles. Les valeurs de p et ¢ de 
la transformée sont alors des coefficients de la proposée, faciles a déter- 


‘ : Velie. I : 
miner, et en les substituant dans la quantité 7 g?+ —p’, le signe de 
4 27 


cette fonction déterminera si toutes les racines sont réelles, ou si deux 
sont imaginaires. Quand toutes les racines sont réelles, la régle de 
Descartes fait connaitre le nombre des racines positives et celui des 
racines négatives. Si deux racines sont imaginaires, la racine réelle 
est d’un signe contraire-& celui du dernier terme de l’équation. 
Considérons maintenant l’équation du quatriéme degré 


a+ px+qzr+r=0. 


Soient a, 6, c,d ses quatre racines. Pour les déterminer, nous allons 
chercher, comme nous yenons de le faire relativement aux équations 
du deuxiéme et du troisiéme degré, une fonction de ces racines qui les 
donne facilement et qui ne dépende que d’une équation d’un degré 
inferieur au quatriéme. Nous emploierons encore la supposition qui 
nous a réussi pour les équations des degrés inférieurs, savoir que cette 
fonetion renferme les racines sous une forme linéaire; nous la repré- 
senterons ainsi par la suivante fa + mb + ne + Id. Cette fonction est 
susceptible de vingt-quatre combinaisons différentes; elle dépend donc 
d’une equation du yingt-quatriéme degré. Mais il est facile de voir que, 
si l'on suppose f= m, les yingt-quatre combinaisons se réduiront 
douze et que, si l’on suppose de plus 7= x, les douze combinaisons se 
reduiront & six, en sorte que la fonction m(a+b)+n(e+d) ne 
depend que d’une équation du sixiéme degré. Enfin, si l’on suppose 
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n=— m, cette derniére équation aura ses racines égales deux a deux, 
mais affectées de signes contraires; elle ne renfermera done que les 
puissances paires de l’inconnue et elle pourra se résoudre & la maniére 
des équations du troisiéme degré. 

Il suit de la que, en supposant, pour plus de simplicité, m = 1 et en 
représentant par 4s la fonction (a+ 6 —c—d)*, = sera donné par 
une équation du troisiéme degré; or, on a 


(a+ b—c—d)y=——4p+4(ab+ ca); 
Péquation en s sera donc 
[s+ p—(ab+cd)|[s+ p—(ad-+ bc)|[s + p—(ac+ bd)]=0, 


d’ot l’on tire 


3+ 2ps?+(p?’—4r)s—qoo. 


Telle est la réduite des équations du quatriéme degré. Soient z, s’, 3” 
ses trois racines, on aura 


a+b—c—d=2yz, 
ate—b—d=2yz', 
a+d—b—c=2y2'. 


En combinant ces trois équations avec celle-ci,a+b6+c+d=o0, 
qui résulte de ce que le deuxiéme terme manque dans I’équation pro- 
posée du quatricme degré, on aura 


a= (Vz +VF+V#), 
b= 3s —Vve—ve"), 
c= +(Vs'—yz — ys"), 
d= = (Va"—va —y2’). 


Chacun des radicaux ys, 3’, 3” pouvant étre également affecté du 
signe + ou du signe —, il en résulte huit valeurs différentes pour les 
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racines a, b, c, d. Cela vient de ce que la réduite en s ne renfermant 
que le carré de g, les valeurs qu’elle donne pour a, &, c, d doivent 
également satisfaire & la proposée, en y supposant ¢ négatif, en sorte 
que ces valeurs résolyent une équation du huiti¢me degré, comme on 
a vu que la réduite du troisiéme degré résout une équation du neu- 
vieme. Mais ces valeurs se réduisent & quatre, en leur faisant remplir 
la condition que la somme des produits trois & trois des racines a, 6, 
c,d soit égale & — g. Cette somme est égale a 


aT) 
- 


Vsvs'¥3"3 

il faut conséquemment donner aux radicaux un signe tel que ce pro- 
duit soit d’un signe contraire ag, et cela déterminera les quatre valeurs 
que l’on doit prendre pour les racines de la proposée. 

Si la réduite en za ses trois racines réelles, Péquation du quatriéme 
degré a ses racines ou toutes quatre réelles ou toutes quatre imagi- 
naires. On pourra done ainsi reconnaitre si une équation du quatriéme 
degré, lors méme qu'elle a tous ses termes, a ses racines ou toutes 
reelles ou toutes imaginaires. Il suffira de faire disparaitre son deuxiéme 
terme, de former ensuite sa réduite et de voir si cette réduite a toutes 
ses racines réelles. 

Quand l’équation du quatriéme degré a toutes ses racines réelles, 
la régle de Descartes donne le nombre des racines positives et celui 
des racines négatiyes. 

Si l’equation a deux racines réelles et deux racines imaginaires, les 
deux racines réelles seront de méme signe ou de signe contraire, sul- 
vant que le dernier terme sera positif ou négatif. 

Si les deux racines réelles sont de méme signe, elles seront posi- 
tiaes s'il ya dans la proposée plus de yariations que de permanences; 
elles seront négatiyes s'il ya plus de permanences que de variations et, 
s'il ya autant de variations que de permanences, le signe de ces racines 
sera contraire a celui de la fonction /* — 4pf+ 84, / étant le coeffi- 
cient du deuxiéme terme dans l’équation supposée complete. La réduite 
en s a toujours une yaleur réelle positive, puisque son dernier terme 
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est négatif. Supposons que yz soit récl, les valeurs précédentes de a 


et de 6 donnent 
a-+ b=yz, 


ab= 7 (s—s'—s"— ayaa"). 


Or, on a 2+ 3”= — 2p — 5; de plus, 23’s”= — q?, ce qui donne 
ss ARE caer Ae 
va’ 


ainsi, a+ betab sont réels, le facteur x? — (a+ b)x + ab est done 
réel; or, ce facteur est évidemment diyiseur de |’équation proposée du 
quatrieme degré; cette équation est donc résoluble en deux facteurs 
réels du deuxiéme degré. 

De 1a résulte une démonstration fort simple de ce théoréme général 
que nous avons énoncé précédemment et qui consiste en ce que toute 
équation d’un degré pair est résoluble en facteurs réels du deuxiéme 
degré. 

Soient a, b,c, ... les diverses racines de cette équation et supposons 
que 2’s soit son degré, s exprimant un nombre impair. L’équation dont 
les racines seront a+ 6+ mab, m étant un coefficient quelconque. 
sera du degré 2‘~'s2'(s —1) et, par conséquent, l’exposant de son 
degré sera de la forme 2‘~'s’, s’ étant un nombre impair. 

Si ¢=1, cette nouvelle équation, dérivée de la premiére, sera d’un 
degré impair; elle aura donc au moins une racine réelle, quelle que 
soit la valeur de m et, comme on peut donner a m une infinité de 
valeurs, on aura une infinité de fonctions de la forme a+ b+ mab 
qui auront des valeurs réelles. Parmi ces fonctions il y en aura néces- 
sairement qui renfermeront les mémes racines de la proposée. Solent a 
et b ces racines et solent a+ 6 +-mab eta + 6+ mab deux fonctions 
dont les valeurs soient réelles; leur difference (m’— m)ab sera réelle ; 
ab eta + 6 seront donc réels, ainsi que le facteur 2* — (a + b)w + ab; 
la proposée aura, par conséquent, un facteur réel du deuxiéme degré. 

En géénral, la proposée aura un facteur réel du deuxidme degré si 
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toute équation du degré 2's’ a un facteur réel du méme degré; car 
alors on a une infinité de fonctions de la forme a+ 6+ mab, dont la 


valeur est de la forme e+ g¥—r et l’on en conclura, par le raisonne- 
ment précédent, qu'il ya deux racines a et d telles que a + 6 et ab sont 
de la méme forme. Le facteur 2? — (a + 6)a + ab prend alors la forme 


w+ fe+h+y—1(f'x+h’'). 


Soit P+ QV¥—1 le quotient de la division de la proposée par ce 


facteur, P — Q¥—1 sera le quotient de la proposée par la quantité 


at+ fa+th—V—1(f'x+h'); 


la proposée sera done divisible par le produit de ces deux facteurs du 
deuxiéme degré, du moins si ces facteurs. n’ont point de diviseur 


commun. Elle aura done pour facteur la fonction du quatriéme degré 
(at+ fa th)+(flx+h'y; 


or, cette quantité est, comme on yient de le yoir, décomposable en 
deux facteurs réels du deuxiéme degré; la proposée a done un facteur 
réel de ce degré. 

Si les deux facteurs précédents du deuxidme degré ont un facteur 
commun, il ne peut étre que fa + A’, puisqu’il doit diviser leur dif- 
ference; la proposée sera done divisible par /’a +A’. Aprés la division, 
son degré deyenant impair, elle aura encore un facteur réel du premier 
degré; elle a done un facteur du deuxiéme degré résultant du produit 
de ces deux facteurs du premier degré. 

Toute égquation du degré 2's a done un facteur réel du deuxi¢me 
degré si toute équation du degre 2's’ a un facteur semblable. Par la 
méme raison, toute équation du degré 2‘~'s’ a un facteur rée] du 
deuxiéme degré si toute équation du degré 2‘-*s” a un facteur sem- 
blable, s° étant un nombre impair. En continuant ainsi jusqu’a l’équa- 
tion du degré 24, & étant impair, équation qui, comme on vient de le 
yoir, a nécessairement un facteur réel du deuxiéme degré, on voit, en 
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rétrogradant, que toute équation du degré 2's a un facteur réel du 
deuxiéme degré. 

Donc, toute équation d’un degré pair a un facteur du deuxiéme degré; 
en la divisant par ce facteur on aura une nouyelle équation d’un degré 
pair, qui aura elle-méme un facteur réel du deuxiéme degré, et en 
continuant ainsi on décomposera |’équation entiére en facteurs réels 
du deuxiéme degre. 

Nous venons d’exposer ce que l’on sait sur la résolution des équa- 
tions completes. Les analystes parvinrent bientét a celle des équations 
du deuxiéme, du troisiéme et du quatriéme degré; mais, arriyés & ce 
terme, ils trouverent un obstacle que des efforts continués pendant plus 
de deux siécles n’ont pu surmonter encore. L’uniformité des méthodes 
imaginées pour résoudre les équations des degrés inférieurs au cin- 
quiéme donnait quelque espoir de les étendre a ce degré; mais toutes 
les tentatives que l’on a faites pour cet objet ont été jusqu’a présent 
infructueuses. Au reste, ce qui doit consoler du peu de succes des 
recherches de ce genre, c’est que la résolution compléte des équations, 
quoique trés belle par elle-méme, serait peu utile dans les applications 
de l’Analyse, pour lesquelles il est toujours plus commode d’employer 


les approximations. 


OEuvres de L. — XIV. 9 
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SIXIEME SEANCE. 


SUR L’ELIMINATION DES INCONNUES DES EQUATIONS. RESOLUTION DES EQUATIONS 
PAR APPROXIMATION, 


Jusqu'ici nous n’ayons considéré, parmi les équations des degrés 
supérieurs au premier, que celles qui ne renferment qu'une inconnue; 
mais, le plus souyent, les applications de l’Analyse offrent les inconnues 
mélées ensemble dans les équations qui doivent les déterminer. Pour 
avoir leurs yaleurs il est nécessaire de les séparer en élimninant de ces 
équations toutes les inconnues, & l'exception d’une seule. On forme 
ainsi des équations & une inconnue auxquelles on peut appliquer les 
meéthodes rigoureuses ou approchées de résoudre les équations. On a 
vu que cette élimination est toujours facile dans les équations du pre- 
mier degré et que l’équation finale est pareillement de ce degré; mais 
il n’en est pas ainsi des équations des degrés supérieurs, et l’équation 
finale s’éléye presque toujours beaucoup plus que les équations com- 
posantes. 

Conceyons que l’on ait, entre les deux inconnues a et y, deux équa- 
tions complétes, une du degré m et l’autre du degré n; c’est-a-dire 
telles que les puissances et les produits de ces inconnues s’élévent a la 
dimension m dans la premiére et a la dimension 7 dans la seconde. Par 
dimension on entend dans l’Analyse la somme des exposants des quan- 
tites. Supposons, de plus, m égal ou plus grand que 7; il est clair que 
l’on pourra, au moyen de ia seconde équation, éliminer de la premiére 
les puissances de a, égales ou supérieures a x”; il suffit d’y substituer, 
pour 2”, sa valeur tirée de la seconde équation et de continuer ces sub- 
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stitutions jusqu’a ce que l’on parvienne & une équation qui ne renferme 
que des puissances de x inférieures A 2”. On aura done ainsi une troi- 
siéme équation dans laquelle la plus haute puissance de a sera a?'. 
En éliminanta son moyen les puissances x” et ~~! de la deuxiéme équa- 
tion, on aura une quatriéme équation dans laquelle w"-? sera la plus 
haute puissance de x. Cette équation, combinée de la méme maniére 
avec la troisiéme, donnera une cinquieéme équation dans laquelle a’-* 
sera la plus haute puissance de x. En continuant ainsi, on parviendra 
aune équation indépendante de & et qui sera |’équation finale en y. 

On doit observer que, avant d’y parvenir, on aura une équation du 
premier degré en x qui donnera x en y; en sorte que, ayant les diffée- 
rentes valeurs de y par la résolution de l’équation finale, on aura sur-le- 
champ les valeurs correspondantes de a, sans étre obligé de résoudre 
’équation finale en x. 

Sil’on concoit la premiere des deux équations proposées entre x et y 
résolue par rapport a x, ses racines, que nous nommerons @, b, ¢, ..., 
seront fonctions de y. Si l’on concoit pareillement la seconde de ces 
équations résolue par rapport & x, ses racines, que nous nommerons 
a’, b’,c’, ..., seront fonctions de y. Or, il est évident que les valeurs 


de x doivent étre égales dans ces deux équations; on a done 
2a ou a’—a=0; 


et comme il n’y a aucune raison d’égaler plutot les racines @ et a’ que 


les racines a et 0’, on a pareillement 


= Dp ==0, 


On voit ainsi que l’équation finale en y doit satisfaire également aux 
diverses équations que l’on peut former en retranchant chacune des 
racines a’, b’,c’, ... des racines a, b, c, ...; elle doit donc étre le pro- 
duit de toutes ces équations. Dans ce produit, les racines a, 6, ¢,... 
entrent de la méme maniere; il est par conséquent une fonction inya- 
riable de ces racines, qui peuvent en étre éliminées au moyen des 
coefficients des puissances de x dans la premiere équation. Ce produit 
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est encore inyariable par rapport aux racines @’, 0’, c’, ...; elles peuvent 
done en étre éliminées, au moyen des coefficients des puissances de 
dans la seconde équation; il deviendra ainsi une fonction rationnelle 
et entire de y et, en l’égalant & zéro, on aura |’équation finale en y. 

Cette équation peut étre formée plus simplement en substituant suc- 
cessivement, au lieu de a, dans la seconde des équations proposées, 
les racines a, b, c, ... et en formant le produit des m équations qui 
en résultent. Ce produit égalé 4 zéro sera l’équation finale cherchée et, 
comme il est une fonction invariable des racines @, b,c, ..., on pourra 
les éliminer au moyen des coefficients des puissances de x dans la pre- 
miére équation. 

Le degré de l’équation finale est visiblement égal & Ja plus haute 
puissance de y dans le produit a*b"c"...; or, le produit abc... étant la 
quantité indépendante de # dans la premiére des équations proposées, 
la plus haute puissance de y qu’elle contient est y”; la plus haute 
puissance de y dans |’équation finale est done y’”””; ainsi, le degré de 
cette équation, dans le cas général, est égal au produit des degrés des 
deux équations composantes et, dans aucun cas, il ne peut excéder 
ce produit. 

p étant une des racines de l’équation finale en y, en la substituant 
pour y dans les deux équations proposées, on aura deux équations en « 
qui auront pour diviseur commun a — q, ¢ étant la valeur de & corres- 
pondant a la yaleur de p de y. 

De 1a résulte un nouveau moyen d’obtenir |’équation finale en y; car 
les deux équations proposées deyant avoir un diviseur commun en a, 
si l'on cherche ce diviseur par Jes méthodes connues, on parvient & un 
reste qui est une fonction de y et qui, étant égalé a zéro, donnera 
l’equation finale. 

On peut encore parvenir 4 cette équation finale par la méthode sui- 
vante. Multiplions la premiére des deux équations par un polynome 
enw et y du degré 7; nous pouyons, au moyen de la seconde équation, 
éliminer du produit toutes les puissances de a égales ou supérieures 
a a". Nous pouyons, de plus, prendre ce polynome assez éleyé, et ren- 
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fermant par conséquent un nombre suffisant de coefficients arbitraires, 
pour faire disparaitre 4 leur moyen les coefficients des diverses puis- 
sances de x qui resteront dans le produit aprés I’élimination dont nous 
venons de parler. Alors on aura l’équation finale en y. Mais on doit 
observer que l’on aurait pu, au moyen de la deuxiéme des équations 
proposées, faire disparaitre du polynome toutes les puissances de x 
égales et supérieures a x”. Il faut donc, pour le débarrasser des coeffi- 
cients inutiles, n’employer qu’un polynome multiplicateur dans lequel 
ces puissances ne se rencontrent point. I] est facile de voir que, dans 
ce cas, le nombre de ses coefficients arbitraires est 


n(2t—n-+3) 
2 


Il faut diminuer ce nombre d’une unité, parce que l’on peut concevoir 
le polynome entier divisé par l’un de ses coefficients, en sorte que le 
nombre des coefficients arbitraires et utiles est 


n(2t—n-+3) ; 
2 


Le degré du produit de la premiére équation proposée par ce mul- 
tiplicateur est m+ 7 et, quand on a fait disparaitre de ce produit les 
puissances de x égales et supérieures a 2", le nombre de termes qui 
renferme a et ses puissances est 


(n —1)(2m+ 2t—n+2) 
2 


Il faut que ce nombre soit égal a celui des coefficients arbitraires pour 
faire disparaitre ces termes; ona donc, pour déterminer le degréz du 
polynome, l’équation suivante : 


(2 —1)(2m+2i—n+2) __ n(2t—n-+3) 
2 eT 2 


? 


d’ou l’on tire 
Mes mrs 
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4 
or, m-+-i est le degré de l’équation finale en y; ce degré est done égal 
au produit des degrés des équations composantes. 

Vous trouyerez cette méthode exposée dans un grand détail et appli- 
quée & un nombre quelconque d’équations et d’inconnues dans un trés 
bon Ouvrage de Bezout qui a pour titre : Théorie des equations. L’auteur 
y démontre, par une application ingénieuse du calcul aux différences 
finies, ce théoréme général, savoir que, sz /’on a un nombre queleonque 
d’équations completes entre un pareil nombre d ‘inconnues, le degré de 
Véquation finale resultant de lélimination de toutes les inconnues, a 
Vexception d'une seule, est égal au produit des degres de toutes ces 
equations. 

Ce degré peut s’abaisser quand les équations ne sont pas completes; 
il importe alors d’ayoir l’équation finale la plus simple et débarrassée 
des facteurs étrangers aux problémes et qu’introduisent souvent les pro- 
cédés de l’élimination. Bezout donne les moyens de remplir cet objet, 
relativement aux équations incomplétes d’un grand nombre de formes. 

Cette méthode d’élimination est un cas particulier d’une méthode 
générale connue sous le nom de methode des coefficients tndetermines. 
Souvent la forme des expressions des grandeurs est évidente et il ne 
reste & connaitre que les coefficients de leurs différents termes. On les 
suppose arbitraires et, en substituant ces expressions dans les équa- 
tions auxquelles il faut satisfaire, il en résulte des équations de condi- 
tion qui déterminent ces coefficients. On fait toujours en sorte que le 
nombre des équations de condition n’excéde pas celui des coefficients 
arbitraires; mais, quoique cette égalité ait lieu, il arrive quelquefois 
que les équations sont impossibles. Ainsi, la méthode des coefficients 
indéterminés doit étre employée ayec circonspection, et les consé- 
quences qu’elle fournit ne doivent pas toujours étre admises sans 
réserye. La méthode précédente d’élimination laisse done un peu d’in- 
certitude sur le yéritable degré de l’équation finale. D’ailleurs, elle 
n'est pas aussi directe que la méthode fondée sur la considération des 
racines; il est done a désirer que l’on étende 4 un nombre queleonque 
d’équations et d’inconnues cette derniére méthode qui, jusqu’a pré- 
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sent, est restreinte & deux équations entre deux inconnues ('). 

I] suffit presque toujours de résoudre une des équations finales pour 
avoir les autres inconnues par des équations du premier degré, ce qui 
est visible par la premitre des méthodes d’élimination que nous yenons 
d’exposer. Cependant, il y a des cas ou quelques-unes de ces inconnues 
ne peuvent se déterminer au moyen de l’inconnue de l’équation finale 
qu’en résolvant des équations du deuxieme degré et méme de degrés 
supérieurs. C’est ce qui arrive lorsque @ une méme yaleur de l’inconnue 
relative a l’équation finale répondent deux ou un plus grand nombre 
de valeurs d’une autre inconnue. 

Les usages de l’élimination sont fort étendus. Pour en donner 
quelques exemples relatifs a notre objet, c’est-a-dire a la résolution des 
équations, conceyons que l’on ait, entre plusieurs racines d’une équa- 
tion proposée, une relation quelconque. Si l’on considére ces racines 
comme des inconnues déterminées par autant d’équations résultant 
de leur substitution dans l’équation dont elles sont les racines, on 
pourra les éliminer toutes de la relation donnée, a l’exception d’une 
seule; on aura ainsi une nouvelle équation pour déterminer cette 
racine et, en cherchant le plus grand commun diviseur de cette équa- 
tion et de la proposée, dans laquelle on substitue cette racine, au lieu 
de Vinconnue, on aura la valeur de cette racine. On peut done déter- 
miner, par ce moyen, chacune des racines qui entrent dans la relation 
donnée. Mais on doit observer que, si deux de ces racines y entrent de 
la méme maniére en sorte qu’on puisse les changer l’une dans l’autre 
sans gue la relation change, alors le plus grand commun diviseur sera 
du deuxiéme degré, il sera du troisiéme degré si trois racines entrent 
de la méme maniere dans la relation donnée et ainsi de suite. 

Si chaque racine d’une équation proposée d’un degré pair, que nous 
représentons par 27, a une racine correspondante avec laquelle elle 
soit dans une relation donnée, telle que cette relation ne change point, 
en y changeant ces deux racines l’une dans !’autre, alors la résolution 


(1) C’est ce qu’a fait M. Poisson dans un Mémoire inséré dans le XI* Cahier de ce 
Journal. (Note de l’ Auteur.) 
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de la proposée ne dépend que d’une équation du degré z. En effet, 
x et x’ étant deux racines correspondantes de cette équation, si l’on 
suppose @ + a= et si, dans la relation donnée, on substitue au lieu 
de a’ sa yaleur s —a, on aura une équation entre s et a, de laquelle, 
éliminant & au moyen de la proposée, on aura une équation finale en s. 
Mais sil’on forme l’équation générale dont les racines soient les sommes 
des racines de la proposée, prises deux & deux, on aura une nouvelle 
équation en s. Ces deux équations en s auront, par conséquent, un 
diviseur commun qui sera du degré x, car il n’y a, par la supposition, 
que n couples de racines qui satisfassent a la relation donnée. On aura 
done chacun de ces couples au moyen d’une équation du degré n. Main- 
tenant, sil’on suppose que — p soit l'un d’eux, le facteur du deuxiime 
degré 2? + pa -+q sera un diyiseur de la proposée, g étant une quan- 
tité qu'il s’agit de déterminer. Pour cela, on divisera la proposée par 
ce facteur et, apres ayoir fait la division, autant qu’il est possible, on 
égalera séparément & zéro dans le reste de la division et le coefficient 
de x et la quantité qui en est indépendante. On aura ainsi deux équa- 
tions entre p et g et, comme p est supposé connu, on aura g en cher- 
chant le commun diyiseur de ces deux équations. 

Si la proposée, par exemple, est telle que les coefficients des termes, 
également éloignés des extrémes, soient les mémes, ce qui constitue 
les équations que l’on nomme reciproques, alors il est clair que x étant 
une des racines de l’équation, elle aura une racine correspondante 2’, 


, I = . I t 
telle que 2’ = —- En faisant donc 2+ — =z, s sera donné par une 
équation du degré z, On obtiendra facilement cette équation en obser- 


vant que, si l’on diyise par 2” tous les termes de la proposée et si l’on 
réunit les termes également éloignés des extrémes, on aura des sommes 


I . ’ ss ¢ 
de la forme f(a+ =) et il est trés aisé d’avoir ces sommes en fonc- 


tions de <. 
On yoit ainsi que le choix des inconnues n’est pas indifférent dans 
la solution des problémes; si deux d’entre elles, par exemple, sont 


données par la méme équation, il sera plus simple d’employer a leur 
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place une nouvelle inconnue qui ait un méme rapport avec chacune 
elles, telle que leur somme ou leur produit. Cette nouvelle inconnue 
sera donnée par une équation plus simple. En général, pour ayoir les 
solutions des problémes les plus élégantes, il faut choisir les inconnues 
de maniére a obtenir les équations les moins élevées par des artifices 
analogues & ceux dont nous avons fait usage pour la résolution des 
équations. 

On peut encore, au moyen de |’élimination, faire disparaitre les radi- 
caux d’une équation irrationnelle. On égalera chacun de ces radicaux 
a une inconnue et, dans cette derniére égalité, on fera disparaitre le 
radical en éleyant chaque membre de |’équation & une puissance conye- 
nable. On aura ainsi plusieurs équations rationnelles entre le méme 
nombre d’inconnues et l’élimination donnera une équation finale et 
rationnelle qui ne renfermera que la premiére inconnue. 

On a vu le peu de progres que |’on a faits jusqu’ici dans la résolution 
des équations complétes et l’on peut juger, par la complication des 
expressions des racines dans les degrés résolus, du peu d’utilité que 
lon retirerait de la résolution générale des équations. Ces raisons ont 
déterminé les analystes a s’occuper des méthodes d’approximation. 
Voici, de toutes ces méthodes, la plus naturelle et la plus simple. 

Si, aprés avoir fait passer tous les termes d’une équation dans le pre- 
mier membre, on y substituait successivement, au lieu de l'inconnue, 
tous les nombres tant positifs que négatifs, il est clair que ce membre 
donnerait une suite de résultats qui ne seraient nuls que dans le cas ot 
les nombres substitués seraient égaux aux racines réelles de Péquation. 
Il est visible encore que, en deca et au dela de ces racines, les résultats 
des substitutions auraient des signes contraires; en substituant donc 
successivement, au lieu de l’inconnue, des nombres trés rapprochés, 
on aura autant de changements de signes dans les résultats qu’il y a de 
racines réelles dans l’équation proposée. 

Pour ne laisser échapper aucune racine réelle, il faut que la diffe- 
rence de la progression des nombres que l’on substitue au lieu de 
l'inconnue soit moindre que la plus petite différence des racines. Si 
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l'on ayait quelque incertitude a cet égard, on pourrait former l’équation 
aux carrés des différences des racines et chercher la valeur de la plus 
petite racine positive de cette équation par la méthode que nous allons 
bientot indiquer. La plus petite différence des racines réelles de la pro- 
posée ne sera jamais moindre que la racine carrée de cette valeur. 

L’équation étant préparée de maniére que la plus haute puissance 
de linconnue ait l'unité pour coefficient, ce que l’on peut toujours 
facilement exécuter, la plus grande racine positive n’excédera jamais 
le plus grand coefficient négatif pris avee le signe + ef augmenté de 
l’unité. Le plus grand des coefficients négatifs de ’équation, lorsqu’en 
y faisant l'inconnue négative on conserve l’unité avec le signe + pour 
coefficient de sa plus haute puissance, sera, en lui ajoutant —1, la 
limite des racines négatives de la proposée. Au moyen de ces théo- 
reémes le nombre des essais sera nécessairement limite. 

Quand on parvient, par des substitutions successives, & deux résul- 
tats de signes contraires, on est assuré qu'une des racines réelles de 
l’equation tombe entre les valeurs qui, substituées pour l’inconnue, ont 
produit ces résultats; alors, en prenant une moyenne entre ces valeurs 
et en la substituant pour l’inconnue dans l’équation proposee, la racine 
sera comprise entre cette valeur moyenne et celle des deux valeurs © 
extrémes qui ont donné un résultat de signe contraire au sien. Les 
limites dans lesquelles cette racine est comprise sont done par 1a 
resserrées. En continuant ainsi de resserrer ces limites, on parvient a 
une yaleur de la racine aussi approchée que l’on veut. 

Mais, quand ona une yaleur déja suffisamment approchée de la racine, 
on peut l’obtenir, par une approximation beaucoup plus rapide, de 
cette maniére : on substituera dans l’équation, au lieu de l’inconnue, 
cette premiére yaleur approchée plus une nouyelle inconnue dont on 
négligera le carré et les puissances supérieures; on aura ainsi, pour la 
déterminer, une équation du premier degré. En l’ajoutant a la premiére 
valeur approchée, on aura une deuxiéme valeur plus approchée de la 
racine. Si l’on fait le méme usage de cette deuxiéme valeur, on aura une 
troisiéme yaleur encore plus approchée et ainsi de suite. 
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Cette méthode a l’avantage de s’étendre & un nombre quelconque 
d’équations entre un pareil nombre d’inconnues. Si l’on a des valeurs 
suffisamment approchées de ces inconnues, alors, en substituant & leur 
place ces valeurs augmentées respectiyement d’une nouvelle inconnue 
et en négligeant les carrés de ces nouvelles inconnues, elles seront 
déterminées par autant d’équations du premier degré. Ainsi, pour ayoir 
les valeurs trés approchées des inconnues dans les équations proposées, 
on ne sera point obligé de recourir 4 l’élimination qui souvent est trés 
pénible. Enfin, la méme méthode s’étend aux équations que l’on nomme 
transcendantes et dont je vous parlerai dans la suite. 

On a imaginé divers moyens pour avoir les premieres valeurs appro- 
chées des racines des équations; si l’on forme les sommes successives 
des carrés, des cubes, des quatri¢mes puissances, ..., des racines, il 
est visible que la plus grande des racines, abstraction faite du signe, 
se manifestera d’autant plus que les puissances seront plus élevées; 
en divisant la somme des puissances m par la somme des puissances 
m—1, le quotient approchera beaucoup de cette plus grande racine, 
si le nombre m et l’excés de cette racine sur chacune des autres sont 
un peu considérables. Mais on aura plus exactement cette racine en 
extrayant la racine m‘*”¢ de la somme des puissances m des racines. 

On aura, de la méme maniere, la plus petite valeur approchée de 
Vinconnue en faisant cette inconnue égale & l’unité divisée par une 
nouvelle inconnue. La plus petite racine de l’équation proposée devient 
alors la plus grande racine de l’équation transformée. 

On peut encore déterminer la racine approchée des équations par le 
moyen des fractions continues. Si l’on suppose que z et 1+ & soient 
deux nombres qui, substitués dans l’équation proposée au lieu de lin- 
connue, donnent deux résultats de signes contraires, & étant positif et 
assez petit pour qu’il n’y ait qu'une racine réelle entre ¢ et 0+ 4; en fai- 
sant l’inconnue égale az plus l’unité divisée par une nouvelle inconnue, 
ou aura, pour déterminer cette deuxiéme inconnue, une transformée 
dont il suffira de considérer la plus grande valeur positive. Supposons 
qu'elle tombe entre les deux nombres 7’ et ¢’+ 4’, on fera la deuxiéme 
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inconnue égale av’ plus l'unité divisée par une troisiéme inconnue. En 
continuant ainsi, on voit que la valeur de la premiére inconnue sera 
exprimée par une fraction continue que l'on peut prolonger aussi loin 
que l’on veut. 

Cette méthode a l'avantage de faire connaitre les diviseurs com- 
mensurables du deuxiéme degré de l'équation proposée, en vertu de 
cette propriété remarquable des équations du deuxiéme degre, suivant 
laquelle les fractions continues qui expriment leurs racines sont 
périodiques. 

Pour avoir les racines imaginaires d'une équation, représentons par 
m= ny—1 deux de ces racines, — 4? sera une des racines de lequa- 
tion aux carrés des différences des racines; on déterminera done les 
racines négatives de cette derniére équation, ce qui donnera la valeur 
de nv. En substituant ensuite m+ 2y—1 au lieu de l’inconnue dans 
la proposée, on égalera séparément a zéro les termes réels et les termes 
imaginaires; on formera ainsi deux équations en m dont le plus grand 
commun diviseur déterminera la valeur de m relative & la valeur 
supposee pour rn. 

Vous trouverez de plus grands détails sur ces objets dans les Me- 
moires de Fontaine et dans les Mémoires de l’Académie des Sciences 
de Berlin. 

Les équations du troisiéme et du quatriéme degré peuvent se résoudre 
trés simplement au moyen des Tables de sinus; mais, comme cette mé- 
thode dépend de l’application de l’Algébre & la Géométrie, nous remet- 
tons a l’exposer quand nous traiterons de cette application. 

Il me reste & yous dire un mot de l’analyse indéterminée. Dans cette 
analyse, les solutions des problémes donnent moins d’équations que 
d’inconnues, ce qui rend ces solutions indéterminées; mais on assu- 
jettit les valeurs des inconnues a étre ou rationnelles ou des nombres 
entiers, ou enfin des nombres entiers positifs, et ces conditions limitent 
ces valeurs, en sorte qu’elles sont quelquefois en nombre fini et quel- 
quefois impossibles. Pour les obtenir, il faut employer des artifices 
trés difficiles et qui, par la, ont excité la curiosité des géométres. On 
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vous a expliqué l'ingénieuse méthode par laquelle on peut résoudre 
une équation du premier degré entre deux inconnues. La résolution 
des degrés supérieurs doit offrir de bien plus grandes difficultés; mais, 
ayant & vous exposer un grand nombre d’autres objets plus utiles, je 
me contenterai ici de yous indiquer sur ces matiéres le second volume 
de l Algébre d’Euler et surtout les belles additions que Lagrange y a 
jointes. 
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SEPTIEME SEANCE. 


SUR LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE; NOTIONS SUR LA LIMITE} 
PRINCIPES DE LA TRIGONOMETRIE RECTILIGNE ET DE LA TRIGONOMETRIE SPHERIQUE. 


Pour bien connaitre les propriétés des corps on a d’abord fait 
abstraction de leurs propriétés particuliéres, et l’on n’a vu en eux 
qu'une étendue figurée, mobile et impénétrable. On a fait encore 
abstraction de ces deux derniéres propriétés générales, en considérant 
l’étendue simplement comme figurée. Les nombreux rapports qu'elle 
présente sous ce point de yue sont l’objet de la Géométrie. Enfin, par 
une abstraction encore plus grande, on n’a envisagé dans I’étendue 
qu'une quantité susceptible d’accroissement et de diminution; c’est 
l'objet de la Science des grandeurs en général, ou de l’Arithmétique 
uniyerselle, dont nous nous sommes occupés dans les lecons précé- 
dentes. Ensuite on a restitué suecessivement aux corps les propriétés 
dont on les ayait dépouillés; observation et l’expérience en ont fait 
connaitre de nouvelles; et l'on a déterminé les nouveaux rapports qui 
naissaient de ces additions successives, en s’aidant toujours des rap- 
ports précédemment découyerts; ainsi la Mécanique, l’Astronomie, 
l'Optique, et généralement toutes les sciences qui s’appuient & la fois 
sur l’observation et le caleul, ont été créées et perfectionnées. Vous 
voyez par la que ces sciences diyerses s’enchainent les unes aux 
autres, et qu’elles ont une source commune dans la Science des gran- 
deurs, dont utile influence s’étend sur toute la Philosophie naturelle. 
Cette méthode de décomposer les objets, et de les recomposer pour en 
saisir parfaitement les rapports, se nomme Analyse. L’esprit humain 
lui est redeyable de tout ce qu'il sait avec précision sur la nature des 


choses. 


DONNEES A L’ECOLE NORMALE EN 1795. 79 


L’étendue figurée dont je me propose de yous entretenir ici n’existe 
qu’avec trois dimensions; mais, pour la considérer suiyant la méthode 
analytique, on commence par la dépouiller de deux de ces dimensions 
et, en la réduisant ainsi & une seule, on a Vidée de la ligne. Si, dans 
cette idée, on écarte tout rapport avec deux dimensions, on al’idée de 
la ligne droite; car, quoiqu’une ligne courbe n’ait qu’une dimension, 
cependant lidée de sa courbure suppose nécessairement la considéra- 
tion de deux dimensions. L’extrémité de la ligne forme le point qui est 
la derniere abstraction de V’entendement, dans la considération de 
Pétendue. La surface est l’étendue enyisagée avec deux dimensions; et 
si, dans cette idée, on fait enti¢rement abstraction de la troisiéme, on 
a Vidée du plan. Enfin, l’étendue avec ses trois dimensions forme le 
solide. 

La ligne droite est la plus courte de toutes celles qu’on peut mener 
d’un point a un autre. 

Si deux droites se rencontrent en deux points elles se confondent; 
si elles ne se rencontrent que dans un point elles forment un angle 
par leur inclinaison mutuelle. 

Deux droites qui, prolongées 4 l’infini de chaque coté, ne se ren- 
contrent jamais, sont paralleles. Les perpendiculaires éleyées sur lune 
de ces lignes, et prolongées jusqu’a l’autre ligne, sont toutes égales. 
Les paralléles sont également inclinées sur une droite queleonque. 

La démonstration de ces propositions fort simples laisse peut-étre 
quelque chose a désirer du cété de la rigueur; mais leur seul énoncé 
produit la conviction la plus entiere. I] ne faut done pas dans l’ensei- 
gnement insister sur ce qui peut manquer encore a la rigueur des 
preuves que l’on en donne, et l’on doit abandonner cette discussion aux 
métaphysiciens géométres, du moins jusqu’a ce qu'elle ait été suffi- 
samment éclaircie, pour ne laisser aucun nuage dans l’esprit des com- 
meneants. Les sciences méme les plus exactes renferment quelques 
principes généraux que l’on saisit par une sorte d’instinct qui ne 
permet pas d’en douter, et auquel il est bon de se livrer d’abord. 
Apres les avoir suivis dans toutes leurs conséquences, et s’étre fortifié 
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esprit par un long exercice dans l’art de raisonner, on peut, sans 
danger, revenir sur ces principes, qui se présentent alors dans un 
plus grand jour; et l'on risque moins de s’égarer, en cherchant a les 
démontrer ayec rigueur. Si l’on insiste trop en commencant, sur 
l’exactitude de leurs démonstrations, il est & craindre que de vaines 
subtilités ne produisent de fausses idées, qu’il est trés difficile ensuite 
de rectifier. Malheureusement, les exemples de personnes égarées 
pour toujours, par ces subtilités, ne sont pas rares. Cependant on ne 
peut se dispenser d'une extréme rigueur, dans l’enseignement de la 
Géométrie, que relativement aux premiéres propositions sur la ligne 
droite et les paralléles; tout le reste doit étre démontré de la maniére 
la plus rigoureuse; ear, s’il est utile d’écarter les subtilités d'une 
fausse métaphysique, il importe également d’accoutumer l’esprit a 
n’'accorder une entiére confiance qu’aux choses parfaitement prouyées; 
et rien n’est plus propre & remplir ce double objet que les démonstra- 
tions exactes et sensibles de la Géométrie. 

L’uniformité de la courbure de la circonférence en fait la mesure la 
plus naturelle des angles. En supposant le sommet d’un angle au 
centre d’un cercle dont le rayon représente l’unité, cet angle peut étre 
pris pour l'are méme, intercepté entre ses cotés. Il n’est pas méme 
nécessaire que le sommet de l’angle soit au centre, pour que la circon- 
ference puisse lui servyir de mesure. En yertu d’une propriété remar- 
quable du cerele, quelle que soit la position de ce sommet, l’angle 
sera toujours mesuré par la demi-somme des deux ares compris entre 
ses cotes prolongés, si cela est nécessaire, l’are convexe vers le sommet 
étant pris négativement. . 

L’egalité de la somme des trois angles d’un triangle & deux angles 
droits est un des résultats les plus utiles de la Géométrie élémentaire. 
En genéral, dans un polygone queleonque qui n’a point d’angles ren- 
trants, la somme de tous les angles intérieurs est égale a deux fois 
autant d’angles droits que le polygone a de cétés, moins quatre angles 


droits. 


Une des parties les plus importantes des éléments est la théorie des 
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lignes proportionnelles. Cette théorie est fondée sur la proposition 
suivante : Une droite, menée parallélement a la base d’un triangle, 
divise ses célés en parties proportionnelles. 1\ est facile de la démontrer 
quand un des cotés et sa partie sont commensurables; car, sil’on porte 
la commune mesure sur ce cote, et si par les extrémités de toutes les 
divisions on méne des paralléles & la base, on prouve aisément qu’elles 
divisent le second cété dans le méme nombre de parties égales, et 
qu’ainsi l’une quelconque de ces paralléles partage les deux cétés en 
parties proportionnelles. Si le cété et sa partie sont incommensurables, 
nommons A et a les deux cétés du triangle; B et d leurs parties retran- 
chées par la paralléle & la base. Si l’on concoit le eoté A divisé dans 
un nombre zn de parties égales, et si l’on porte une de ces parties sur B, 
elle y sera contenue un certain nombre de fois ayec un reste que je 
désigne par R. En menant done, par |’extrémité de B — R, une droite 
parallele a la base, elle retranchera du cété a une partie 6 —7, telle que 


bor BR. 


a Ar 


d’ot l’on tire 


Le nombre 7 pouvant étre augmenté a yolonté, les restes R et 7 


; ee ee . “oy B b 
peuvent étre diminués a l’infini; la difference — —— est done plus 


petite qu’aucune grandeur donnée, Or deux quantités dont on peut 
prouver que la différence est moindre qu'aucune grandeur donnée sont 
évidemment égales entre elles; c’est en cela que consiste le premier 


principe de la méthode des limites; on a donc 


B b 


Ad. 

On nomme figures semblables celles qui ont les angles correspon- 
dants égaux, et les cétés homologues proportionnels. Dans deux 
triangles, |’égalité des angles correspondants entraine la proportion- 
nalité des cotés homologues, et réciproquement. 
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Deux figures sont semblables quand elles sont formées d’un méme 
nombre de triangles semblables et semblablement disposés. 

Si d'un point fixe queleonque on méne des droites aux angles d'un 
polygone, et si l’on prolonge ces droites proportionnellement a leurs 
extrémités, on formera un second polygone semblable au premier. 
Deux points, placés sur une droite menée par le point fixe du méme 
coté et & des distances de ce point proportionnelles aux cétés des 
polygones, sont semblablement placés par rapport & ces polygones; 
deux droites terminées par des points semblablement placés sont 
elles-mémes semblablement placées; elles sont homologues et pro- 
portionnelles aux cétés des polygones. 

Ainsi l’on peut, dans un trés petit espace, représenter exactement 
les contours d’une grande figure tracée sur un vaste terrain, et la posi- 
tion des objets qu'elle renferme. Si, des deux extrémités d’une base 
prise & yolonté sur le terrain, on observe les angles que les rayons 
visuels des objets forment avec elle; si lon prend ensuite sur le papier 
une ligne pour représenter la base, et que l’on méne par ses extrémités 
des droites qui fassent avec elle les mémes angles que les rayons visuels 
des objets font avec la base, les points de concours de ces droites déter- 
mineront sur le papier la position respective de ces objets; le rapport 
le leur distance mutuelle & la base sera le méme dans les deux figures. 
Voila une des applications les plus usuelles et les plus utiles de la 
Geomeétrie. 

Considérons maintenant les surfaces. Celle d’un rectangle est égale 
au produit de sa base par sa hauteur. Pour avoir une idée juste de ce 
que l’on doit entendre par le produit de deux lignes, il faut concevoir 
une droite quelconque prise pour unité, et considérer ces lignes comme 
des nombres abstraits qui expriment les rapports de leurs longueurs a 
unite linéaire. Le produit de ces lignes sera le carré formé sur l’unité 
linéaire, répété autant de fois qu’il y a d’unités dans le produit des 
deux nombres précédents. 

En general, on peut multiplier ou diviser un nombre quelconque de 
lignes les unes par les autres, extraire ensuite les racines de ces pro- 


DONNEES A L’ECOLE NORMALE EN 1795. 83 


duits ou de ces quotients; ces lignes étant considérées comme des 
nombres abstraits, la dimension du résultat final indiquera l’espéce de 
ses unités. Ainsi, en multipliant quatre lignes les unes par les autres, 
et extrayant la racine carrée du produit, le résultat sera une surface 
égale au carré de l’unité linéaire, répété autant de fois qu’il y a d’unités 
dans cette racine. 

Il est facile de démontrer que la surface du rectangle est le produit 
de sa base par sa hauteur, quand l’une et l’autre sont commensu- 
rables; si elles sont incommensurables, on le prouyera par un raison- 
nement analogue a celui que nous ayons employé relativement aux 
lignes proportionnelles. 

Un parallélogramme est égal en surface au rectangle de méme base 
et de méme hauteur. La surface d’un triangle est la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur. Les surfaces des figures semblables sont 
entre elles comme les carrés de leurs lignes homologues. Le carré 
formé sur l’hypoténuse d’un triangle rectangle est égal & la somme 
des carrés formés sur ses cétés. Si d’un point fixe on méne & la circon- 
férence d’un cercle une droite indéfinie, le produit des deux parties de 
cette droite, comprises entre le point fixe et chacun des points ot elle 
rencontre la circonférence, est toujours le méme, quelle que soit la 
position de la droite, pourvu qu’elle passe par le point fixe; ce qui 
fournit divers procédés pour trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes données. Je ne fais que yous rappeler ces théorémes 
qui vous sont bien connus; mais je dois observer que la belle propriété 
des triangles rectangles et celle des triangles semblables sont les prin- 
cipaux résultats que l’Analyse emprunte de la Géométrie dans ses appli- 
cations. 

La surface d’un polygone quelconque, circonscrit au cercle, est la 
moitié du produit du rayon par le contour du polygone; d’ot il suit 
que les surfaces des polygones circonscrits sont entre elles comme 
leurs périmétres. Il en résulte encore que la surface du cercle est le 
produit du rayon par la demi-circonférence; mais ce passage du poly- 
gone au cercle mérite une attention particuliére. Il est visible que 
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plus on multiplie les cétés du polygone circonscrit, plus son périmétre 
approche en longueur de la circonférence, plus sa surface approche de 
celle du cercle. Ainsi le produit du rayon par le demi-contour des 
polygones successifs a pour limite le produit du rayon par la demi- 
circonférence, puisqu’il en approche sans cesse et qu’il peut en diflérer 
moins que d’aucune grandeur donnée. La surface de ces polygones a 
pareillement la surface du cercle pour limite; or il est évident que les 
deux limites d’une grandeur et de son expression doivent étre égales 
entre elles; c’est en cela que consiste le second principe fondamental 
de la théorie des limites, prineipe qui peut s’énoncer ainsi : La lumite 
de l' expression d’une suite de grandeurs est lexpression de la limite de 
ces grandeurs; la surface du cercle est done égale au produit du rayon 
par la demi-circonférence. 

La méthode des limites sert de base au Calcul infinitésimal. Pour 
faciliter l’intelligence de ce calcul, il est utile d’en faire remarquer les 
premiers germes dans les yérités élémentaires qu'il convient toujours 
de démontrer suiyant les méthodes les plus générales. On donne ainsi 
a la fois aux éléves des connaissances et la méthode pour en acquérir 
de nouvelles. En continuant de s’instruire, ils ne font que suivre la 
route qui leur a été tracée, et dans laquelle ils ont contracté Vhabitude 
de marcher; et la carriére des sciences leur deyient beaucoup moins 
penible. D’ailleurs le syst¢me des connaissances liées entre elles par 
une méthode uniforme peut mieux se conserver et s’étendre. Préférez 
done dans lenseignement les méthodes générales, attachez-vous 4 les 
presenter de la maniére la plus simple, et vous verrez en méme temps 
qu’elles sont presque toujours les plus faciles. 

Toutes les tentatives que l’on a faites pour déterminer le rapport de 
la cireonférence au diamétre ont été infructueuses; on est parvenu a 
sassurer quwil est irrationnel; mais ce rapport est maintenant connu 
ayec une précision beaucoup plus grande que ne l’exigent nos besoins, 
en sorte que le rapport rigoureux n’est qu’un objet de curiosité. Pour 
en ayoir la yaleur approchée, on a inscrit et circonscrit au cercle des 
polygones réguliers, en doublant continuellement leurs cétés, et en 
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déduisant les contours de ces polygones, successivement les uns des 
autres, ce qui peut se faire par des procédés fort simples. On est ainsi 
parvenu a deux polygones inscrit et circonscrit, dont les contours 
différaient trés peu de la circonférence et la comprenaient entre eux. 
Archiméde a trouvé de cette maniére, au moyen de deux polygones de 
96 cotés, que le rapport de la circonférence au diamétre n’était ni plus 
grand que 3+, ni moindre que 3, en sorte qu'il est fort approchant 
de celui de 22 & 7, et ce rapport suffit au besoin des arts. Le rapport 
plus approché de 355 4113 suffit dans tous les cas. 

Par une propriété remarquable, le cercle est, de toutes les figures 
qui ont le méme périmétre, celle qui renferme le plus grand espace. 

La considération de la ligne droite et de la circonférence donne lieu 
a beaucoup de problémes trés piquants, dont on peut trouver des solu- 
tions fort élégantes; un choix bien fait de ces problémes, que l’on pro- 
poserait & résoudre aux éleves, exercerait leur esprit d’une maniere 
utile, et graverait dans leur mémoire les propositions les plus intéres- 
santes de la Géométrie. 

Sil’on en croit plusieurs historiens de l’antiquité, la Géométrie doit 
sa naissance & l’Arpentage; mais il est plus yraisemblable que les 
hesoins des arts ont fait découvrir les diverses propositions géomé- 
triques qui leur sont relatives, et que |’ensemble de ces propositions, 
étendues et multipliées par les spéculations des philosophes, a formé 
la Géométrie. La méthode qui se présente le plus naturellement pour 
mesurer la surface d’un grand terrain consiste a le dessiner en petit, 
et A évaluer la surface du petit polygone en la réduisant 4 un carré, 
ce qui est facile; en multipliant ensuite cette surface par le carré du 
rapport de deux lignes homologues dans le grand et dans le petit poly- 
gone, ona la surface du plus grand; mais on peut l’obtenir avec plus 
de précision, sans recourir & la considération des polygones sem- 
blables. 

La figure dont on veut avoir la surface peut toujours étre partagée 
en triangles; la mesure de leurs cétés donnera leur surface au moyen 
de ce théoréme: La surface d'un triangle est égale a la racine carrée du 
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produit de ces quatre lignes, la demi-somme des cétés, et la difference de 
cette demi-somme a chacun d’eux. Il serait trés pénible et souvent 
impossible de mesurer chacun des cétés de ces triangles; mais, leur 
longueur étant déterminée par les mesures d’une base et des angles 
que font avec cette base les rayons visuels de leurs extrémités observées 
des extrémités de la base, il ne s’agit que d’avoir le rapport de cette 
longueur A ces mesures, et il est aisé de voir que ce probleme se réduit 
a déterminer dans un triangle les angles et les cotés, lorsque parmi 
ces six grandeurs on en connait assez pour que les autres soient déter- 
minées. La solution de ce probléme est l’objet de cette branche de la 
Géométrie, que l’on a nommée 7rigonomeitrie, et dont Analyse méme 
a su tirer de grands ayantages. 

Si lon congoit un triangle inscrit dans un cercle, les cotés du 
triangle seront les cordes des arcs dont les moitiés mesurent les 
angles opposés; une Table qui donnerait en parties du rayon les lon- 
gueurs des cordes correspondant & tous les arcs, depuis zéro Jusqu’a 
la circonférence, ferait done connaitre les rapports des cétés du 
triangle, au moyen de ses angles, et réciproquement. C’est ainsi que 
l'on a, pendant longtemps, enyisagé cet objet; mais, puisque les angles 
du triangle inserit n’ont pour mesure que la moitié des arcs compris 
entre leurs cOtés, il parait plus simple de faire correspondre aux arcs, 
dans les Tables, les cordes des ares doubles; et, pour ne pas considérer 
deux systémes d’arcs au lieu de ces cordes, on peut n’employer que 
leurs moitiés qui se déterminent en abaissant une perpendiculaire 
de l’extrémité d’un are simple sur le diamétre qui passe par l’autre 
extremite. 

Les Tables actuelles sont fondées sur ces considérations; et ce chan- 
gement, qui parait étre peu de chose en lui-méme, est cependant d’une 
grande importance, soit dans la Géométrie, soit dans I’Analyse. 

La perpendiculaire dont je viens de parler se nomme sinus de l’are; 
le cosinus est la partie du diamétre comprise entre le centre et le sinus; 
c'est le sinus du complément de l’are au quart de la circonférence. On 
a encore introduit dans la Trigonométrie la considération des tan- 
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gentes, qui simplifie souvent les calculs. La tangente d’un arc est la 
droite qui touche une des extrémités de l’arc, et qui se termine a la 
rencontre du prolongement du rayon mené par I’autre extrémité. La 
sécante de l’arc est le rayon ainsi prolongé. Les cotangentes et les cosé- 
cantes sont les tangentes et les sécantes du complément de l’are au 
quart de la circonférence. Toutes ces grandeurs sont supposées divi- 
sées par le rayon que l’on prend pour unité; en sorte qu’elles sont des 
nombres abstraits. Il est facile de voir que la tangente est le rapport 
du sinus au cosinus, et que la sécante est l’unité divisée par Je cosinus. 

Le signe de ces diverses grandeurs mérite une attention particuliére. 
Le sinus d’un arc est positif depuis zéro jusqu’a la demi-circonférence ; 
le cosinus devient négatif ou prend une position contraire, quand l’are 
surpasse le quart de la circonférence. Si l’arc devient négatif, son sinus 
change de signe, et son cosinus reste le méme. Ainsi les résultats rela- 
tifs aux angles aigus s’appliquent aux angles obtus, en y changeant 
le signe de leurs cosinus; les résultats relatifs & la somme des deux 
angles s’étendent a leur difference, en faisant un des angles négatif 
et en changeant le signe de son sinus. 

Quoiqu’un angle ne puisse jamais surpasser deux angles droits, 
cependant les géométres, qui cherchent toujours 4 s’élevyer aux plus 
grandes généralités, ont considéré les arcs mesures des angles comme 
pouvant surpasser la demi-circonférence, et méme un nombre quel- 
congue de circonférences. 

Au dela de la demi-circonférence, les sinus tombent au-dessous du 
diamétre qui passe par la premiére extrémiteé de l’'arc; ils redeviennent 
nuls quand l’are devient égal a la circonférence; ensuite, ils sont 
positifs, et les mémes que dans la premiére moitié de la circonférence. 
I] suit de la que le sinus d’un are ne change point lorsque l’arc aug- 
mente d’un nombre quelconque de circonférences; il ne fait que 
changer de signe lorsque l’arc augmente d’un nombre impair de demi- 
circonférences; enfin il est le méme que le sinus d’un nombre impair 
de demi-circonférences, moins cet arc. Ainsi 2 un méme sinus ré- 
pondent une infinité d’arcs différents; l’équation entre l’are et le sinus 
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doit par conséquent donner pour l’are une infinité de valeurs; elle 
n'est done pas algébrique. Nous donnerons, dans la suite, cette équa- 
tion décomposée dans ses facteurs simples. 

Le cosinus d’un are est positif dans le premier quart de la circon- 
ference et négatif dans le second quart; il ne change point quand 
V'are augmente d’un nombre queleonque de circonférences; il ne fait 
que changer de signe quand l’are augmente d’un nombre impair de 
demi-circonférences. 

Le théor¢me fondamental de la théorie des sinus consiste en ce que 
le sinus de la somme de deux angles est égal au produit du sinus du 
premier par le cosinus du second, plus au produit du sinus du second 
par le cosinus du premier. Si Von fait dans ce théoreme le second angle 
négatif, il donne le sinus de la différence de deux angles; si l’on aug- 
mente d'un angle droit le premier angle, il donne le cosinus de la 
somme ou de la difference de deux angles. Ces divers résultats qui se 
déduisent d’un seul théoréme par un changement conyenable dans 
le signe des grandeurs, et qu’il est facile de démontrer d’une maniére 
directe, sont trés propres & faire comprendre la nature et les usages 
des quantités négatives. 

On peut, au moyen de ces résultats, déterminer successivement les 
sinus et les cosinus des angles multiples de la dix-milliéme partie de 
l’angle droit quand on a ceux de ce petit angle que l’on obtiendra 
de cette maniére : la tangente de la moitié de langle droit est égale 
a l'unité; or la fangente de la moitié d’un angle est le quotient de la 
division par la tangente de l’angle de l’unité plus la racine carrée du 
carré de la tangente augmenté de 'unité; on aura donc, par une suite 
de divisions successiyes, la tangente du quart, du huitiéme, ... de 
langle droit; et l’on parviendra ainsi & la tangente d’un angle trds 
petit. En observant ensuite que les tangentes de trés petits angles sont 
a fort peu prés proportionnelles & leurs arcs, on aura la tangente du 
dix-milliéme de langle droit, et cette tangente pourra étre prise pour 
le sinus du méme angle. On aura son cosinus en extrayant la racine 
carrée de la difference du carré du sinus a l’unité. 
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C’est par de semblables procédés que les premiéres Tables de sinus 
et de cosinus ont été construites; il a suffi de les étendre jusqu’a la 
moitié de langle droit, parce que le sinus et le cosinus d’un angle sont 
les mémes que le cosinus et le sinus de son complément. 

Depuis invention des logarithmes, les Tables ne renferment que 
les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes, ...; car l’avantage de 
cette heureuse découverte se fait principalement sentir dans l’emploi 
de ces quantités, et la premiére Table de logarithmes construite par 
Neper leur était relative. 

Les Tables trigonométriques ne s’étendent que depuis zéro jusqu’’ 
angle droit, ou jusqu’au quart de la circonférence; parce qu’au deli 
les sinus, cosinus, ... redeviennent les mémes, au signe pres. II est 
done naturel de regarder cet intervalle comme I’unité des angles, ainsi 
que le rayon est considéré comme l’unité des sinus; or, il est ayanta- 
geux, dans notre systéme arithmétique, de diviser toutes les unités en 
parties décimales; l’angle doit done étre divisé de la méme maniére. 
Déja Von avait substitué la division décimale du rayon & la division 
sexagésimale que les anciens ayaient adoptée pour le rayon et les 
angles; mais on conseryait la seconde de ces divisions. Dans le nou- 
veau systéme des poids et mesures, la division décimale a été étendue 
aux angles eux-mémes; ect c’est sur ce partage si naturel de l’angle 
droit qu’est fondé le choix du metre, qui est la dix-millioniéme partie 
du quart de la circonférence terrestre dans le sens des méridiens. 

La résolution des triangles rectilignes est tres facile au moyen des 
Tables dont je viens de parler. Sil’on connait un cdté et les deux angles 
adjacents, ona le troisiéme angle, en retranchant de deux angles droits 
la somme des deux angles donnés; on a ensuite les autres cétés, en 
observant que les sinus des angles sont proportionnels aux cdtés 
opposés. 

Si l’on connait deux cétés et langle compris, on a la somme des 
deux autres angles, en retranchant l’angle connu de deux angles 
droits; on a leur différence par cette proportion : la somme des deux 
cotés connus est 4 leur difference comme la tangente de la demi- 
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somme des angles opposés & ces cétés est & la tangente de leur demi- 
difference. 

Si l'on connait les trois cétés du triangle, on a les angles par cette 
proportion : le produit des deux cétés qui comprennent un angle est 
au produit des deux restes que l’on obtient en retranchant chacun de 
ces cotés de la demi-somme des trois cotés, comme l’unité est au carré 
du sinus de la moitié de l’angle compris entre les deux cotés. 

Considérons présentement l’étendue avec ses trois dimensions. La 
rencontre des plans forme les angles solides des polyédres, comme la 
rencontre des lignes forme les angles des polygones. Deux plans qui se 
rencontrent se coupent suivant une droite; leur inclinaison mutuelle 
se mesure par l'angle que forment deux perpendiculaires menées, dans 
chacun d’eux, d’un méme point de leur intersection commune. 

Une droite perpendiculaire & deux droites menées dans un plan est 
perpendiculaire au plan méme. 

Deux plans perpendiculaires & une méme droite sont paralléles, et 
alors toutes les perpendiculaires menées d’un plan & l’autre sont 
égales. 

Par deux droites quelconques données de position dans l’espace on 
peut toujours faire passer deux plans paralléles dont la distance mu- 
tuelle est la plus courte distance de ces droites. 

Si d’un point quelconque dans l’espace on méne des droites & un 
plan, elles seront coupées proportionnellement par des plans paralléles 
au premier plan. 

La somme de tous les angles plans qui forment un angle solide est 
moindre que quatre angles droits. 

Telles sont les propriétés les plus remarquables des plans. 

On nomme prisme le solide dont les bases sont paralléles et dont 
les arétes des faces sont paralléles; si les arétes sont perpendiculaires 
a la base le prisme est droit. 

La surface d'un prisme droit queleonque, sans y comprendre ses 
deux bases, est le produit de sa hauteur par le contour de sa base, 
résultat que l’on peut facilement étendre aux cylindres droits par le 
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principe de la théorie des limites que nous avons exposé précé- 
demment. 

La solidité d’un prisme droit, qui a pour base un rectangle, est égale 
au produit de sa hauteur par sa base, ce qui se démontre de la méme 
maniére que le théoréme sur la surface du rectangle; et l’on doit faire 
ici une observation analogue a celle que nous avons déja faite relati- 
vement au produit de deux lignes. On peut concevoir un prisme droit 
quelconque, partagé en autant de petits prismes rectangulaires qu'il 
y a de petits rectangles dans sa base, d’ou il suit que la solidité du 
prisme est le produit de la somme de tous ces rectangles, c’est-a-dire 
de la base entiére par sa hauteur; il est facile de faire voir, par les 
principes de la théorie des limites, que cela est généralement yrai 
dans le cas méme ott la base ne peut pas étre partagée exactement en 
petits rectangles. 

Si le prisme est oblique, supposons d’abord qu'il soit triangulaire, 
et conceyons-le partagé dans un grand nombre de petites tranches de 
méme hauteur par des plans paralléles & sa base; en prenant pour 
chacune de ces tranches le prisme droit qui a la méme base, la diffé- 
rence ne peut étre qu’une partie de ce prisme, d’autant moindre que 
sa hauteur est plus petite. Pour s’en conyaincre, il n’est pas nécessaire 
d’évaluer cette différence; il suffit d’observer qu’en la représentant par 
un prisme droit rectangulaire, dont la longueur est toujours la méme, 
et dont la hauteur est celle de la tranche, la largeur de ce prisme 
diminue & mesure que l’on augmente le nombre des tranches; alors il 
est visible que le rapport de ce nouveau prisme au prisme droit, qui a 
méme base et méme hauteur que la tranche, diminue sans cesse et 
devient moindre qu’aucune grandeur donnée; le rapport de la tranche 
au prisme droit de méme base et de méme hauteur approche donc 
sans cesse de l’unité; or ce rapport est évidemment le méme que celui 
du prisme oblique entier au prisme droit de méme base et de méme 
hauteur, quel que soit le nombre des tranches; ce dernier rapport 
différe done de l’unité moins que d’aucune grandeur donnée; 
il est done égal & Tunité, ou, ce qui revient au méme, le prisme 
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oblique est égal au prisme droit, de méme base et de méme hauteur. 

C'est sur de pareilles considérations que sont fondées les applica- 
tions du Caleul infinitésimal, comme on le yerra dans la suite; on y 
néglige les quantités formées de deux dimensions qui diminuent sans 
cesse, relativement & celles qui n’ont qu'une semblable dimension; 
mais, pour faire sentir la justesse de ces omissions, et pour montrer 
quelles ne nuisent point & l’exactitude des résultats, il est bon de 
donner plus de développement aux démonstrations de ce genre dans 
les éléments de Géométrie. 

Conceyons done que, par les trois angles de la base supérieure d’une 
des tranches du prisme, on abaisse trois perpendiculaires sur sa base 
inférieure, et que l’on fasse passer trois plans par ces perpendiculaires 
prises deux & deux; on formera un prisme droit triangulaire, qui sera 
égal au produit de la base de la tranche par sa hauteur; on formera 
ensuite trois solides, dont la somme sera évidemment plus grande que 
la différence entre le prisme droit et la tranche. Chacun de ces solides 
est plus petit qu'un prisme droit de méme base et de méme hauteur; 
chaque base est un parallélogramme dont la longueur est le cété cor- 
respondant de la base de la tranche, et dont la largeur est moindre 
que l’aréte de la tranche; la somme des trois solides est done moindre 
que le produit du contour de la base de Ja tranche par son aréte et par 
sa hauteur; la difference de la tranche, au prisme droit de méme base 
et de méme hauteur, est done moindre que ce produit, et, par conse- 
quent, la difference entiére de la somme de toutes les tranches, ou du 
prisme oblique, au prisme droit de méme base et de méme hauteur, 
est moindre que le produit de la hauteur du prisme par le contour de 
sa base et par l’aréte d'une de ses tranches. En multipliant le nombre 
des tranches, on yoit que cette différence peut étre supposée moindre 
quaucune grandeur donnée; elle est donc nulle. Ainsi, le prisme 
triangulaire est égal au produit de sa base par sa hauteur, et il est 
facile d’en conclure que cela est également vrai pour un prisme quel- 
conque et pour le cylindre. 


Une pyramide est droite lorsque sa base est un polygone régulier, 
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dont le centre et le sommet de Ja pyramide sont sur une perpendicu- 
laire & cette base. La surface d’une semblable pyramide, sans y com- 
prendre sa base, est le produit du contour de la base par la moitié de 
la perpendiculaire menée du sommet sur un de ses cotés; d’ou il suit 
que la surface du cone droit est le produit de la moitié de son coté par 
la circonférence de sa base. 

Deux pyramides triangulaires de méme base et de méme hauteur 
sont égales en solidité. Pour le faire voir, conceyons les deux pyra- 
mides sur un méme plan, et partagées en tranches de méme hauteur 
par des plans paralléles a Ja base; il est facile de prouver que les sec- 
tions seront respectivement égales en surface. Si l’on abaisse de chaque 
angle de la base supérieure d’une tranche de |’une des pyramides trois 
perpendiculaires sur la base inférieure, on formera un prisme droit 
triangulaire et trois solides, dont la somme sera plus grande que la 
différence entre la tranche et le prisme. La somme de ces trois solides 
est moindre que le produit du contour de la base inférieure de la tranche 
par sa hauteur et par la plus grande de ses arétes; la différence entre 
le prisme et la tranche est done moindre que le produit du contour de 
la base de la pyramide par la plus grande aréte de la tranche et par sa 
hauteur. En considérant pareillement la tranche correspondante dans 
la seconde pyramide, on voit que la différence entre le prisme droit 
qui lui correspond et cette tranche est moindre que le produit du 
contour de la base de cette seconde pyramide par la hauteur de la 
tranche et par la plus grande de ses arétes; or, les deux prismes droits 
sont égaux dans les deux pyramides, puisqu’ils ont méme base et 
méme hauteur; donc la différence des tranches correspondantes dans 
les deux pyramides est moindre que le produit de la somme des con- 
tours des bases des pyramides par la hauteur des tranches et par la 
plus grande aréte des mémes tranches; la différence entire des deux 
pyramides est, par conséquent, moindre que le produit de leur hau- 
teur par la somme des contours de leurs bases et par la plus grande 
aréte de leurs tranches; or, le nombre des tranches pouvant augmenter 
i Vinfini, cette différence peut étre supposée moindre qu’aucune gran- 
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deur donnée; elle est done nulle, et les deux pyramides sont égales en 
solidite. 

Il est facile d’en conclure, par la décomposition du prisme triangu- 
laire en trois pyramides triangulaires, qu’une pyramide triangulaire 
est le tiers du produit de sa base par sa hauteur, et que cela est géné- 
ralement yrai pour une pyramide quelconque et pour un cone. 

Si, d’un point fixe quelconque, on méne des droites a tous les angles 
d’un polyédre et qu’on les prolonge proportionnellement & leur lon- 
gueur, en faisant passer des plans par les extrémités de ces droites, on 
formera un nouyeau polyédre semblable au premier. Deux points situés 
sur une droite passant par le point fixe et & des distances de ce point 
proportionnelles aux cétés homologues des deux polyédres seront 
semblablement placés relativement & chacun d’cux; deux lignes ter- 
minées par des points semblablement placés seront elles-mémes sem- 
blablement placées; deux surfaces planes terminées par des lignes 
semblablement placées seront semblablement placées; enfin, deux 
solides terminés par des plans semblablement placés seront placés 
semblablement. 

Les lignes semblablement placées sont proportionnelles aux arétes 
homologues des deux polyédres semblables; les surfaces semblable- 
ment placées sont proportionnelles aux carrés des lignes homologues; 
les solides semblablement placés sont proportionnels aux cubes des 
mémes lignes. 

Quelle que soit la nature du polyédre, il existe entre les nombres 
de ses angles solides, de ses faces et de ses arétes un rapport remar- 
quable. Si l'on nomme a, 4, ¢ ces trois nombres, on a généralement 


CPD — Coe 


La surface d’un segment sphérique, sans y comprendre sa base, est 
égale au produit de sa hauteur par la circonférence d’un grand cercle 
de la sphére. Pour le faire voir, imaginons le segment partagé dans un 
nombre quelconque de tranches de méme hauteur par des plans paral- 
leles & sa base. Conceyons de plus une suite de troncs de cones droits 
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de méme épaisseur que ces tranches, et dont la surface touche celle 
des tranches dans leur circonférence moyenne. Il est facile de s’assurer 
que la surface de chaque tronc de cone est Je produit de sa hauteur par 
la circonférence d’un grand cercle de la sphére; la somme de ces sur- 
faces est done égale au produit de la hauteur du segment par cette 
circonférence; or, en multipliant le nombre des tranches, cette somme 
approche sans cesse de la surface du segment, et elle peut en différer 
moins que d’aucune grandeur donnée; ainsi la surface du segment 
sphérique est le produit de sa hauteur par la circonférence d’un grand 
cercle; d’ou il suit que la surface entiére de la sphére est le produit de 
son diamétre par sa circonférence; elle est quadruple de la surface 
d’un de ses grands cercles, et la méme que la surface extérieure du 
cylindre circonscrit; et, si l’on a égard aux bases du cylindre, la sur- 
face entiére du cylindre est a celle:de la sphere comme 3 est a 2. 

Un polyedre circonscrit a la sphére peut étre partagé dans autant 
de pyramides qu’il y a de faces, le sommet de ces pyramides étant au 
centre de la sphere. La hauteur de toutes ces pyramides est la méme 
et égale au rayon; la solidité du polyédre est donc le tiers du produit 
de sa surface par le rayon; d’ow il suit, par la théorie des limites, que 
cela s’étend a la sphére, dont la solidité est, par conséquent, a celle du 
cylindre circonscrit comme 2 est a 3, ou en raison des surfaces de 
ces corps. 

Ces beaux théoremes, dus 4 Archiméde, sont l’un des plus précieux 
monuments de |’antiquité. Leur connaissance étant aujourd’hui de- 
venue familiére, on remarque peu la difficulté que présentait alors la 
comparaison des surfaces conyexes avec les surfaces planes; cette 
comparaison est le germe des découvertes qui ont été faites depuis 
dans la Géométrie des courbes et des surfaces. 

Le rapport trouvé par Archiméde, entre les surfaces et les solidités 
de la sphére et du cylindre circonscrit, s’étend au cone, et générale- 
ment & tous les corps circonscrits 4 la sphere; les solidités de tous ces 
corps sont comme leurs surfaces, ce qui donne un moyen simple 
d’ayoir la surface d’un cone droit coupé par un plan quelconque. 
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Le rayon de la sphére étant pris pour unité, sa surface équivaut & 
deux circonférences ou & huit angles droits. Cette comparaison d’une 
surface 2 un angle ne présente aucune difficulté si l’on considére que 
la surface doit étre divisée par le carré du rayon pris pour unité, et 
que l’angle est l’are compris entre ses cotés divisé par le rayon; la sur- 
face et are devyiennent ainsi des nombres abstraits, et conséquemment 
comparables. 

La surface d’un polygone sphérique qui n’a point d’angles rentrants 
est égale a l’excés de la somme de ses angles intérieurs sur deux fois 
autant d’angles droits que le polygone a de cétés, moins quatre angles 
droits. On suppose les cotés du polygone formés par des ares de grands 
cercles, qui sur la sphére sont toujours les plus courtes lignes entre 
leurs points extrémes. 

Ce théor?me donne une solution fort simple du probléme qui con- 
siste a2 déterminer en combien de maniéres on peut couyrir la surface 
d’une sphére avec des polygones égaux et réguliers. Ce probléme 
dépendant de l’analyse indéterminée ya nous fournir une application 
de cette analyse dont je ne yous ai donné qu’une idée trés succincte. 

Soient 2 le nombre des cotés d’un des polygones réguliers qui 
recouyrent la sphere, y le nombre des angles qui s’assemblent autour 
d'un méme point et s le nombre des polygones. La surface de chaque 


SA . bh ’ . ’ y 
polygone sera —; mais cette surface est égale & l’excés de la somme 
de ses angles intérieurs sur 2(a@— 2)A; lasomme de ces angles est done 
8A 
Paseet 2(x—2)A; 
ainsi chaque angle intérieur est égal a 


8A i a(a—2)A_ 


xs x A 


la somme des angles qui s’assemblent autour d’un méme point est 

conséquemment égale a 

SyA  a(xa—2)yA. 
VA By wt D Paap oat a 


By xz e 
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mais cette somme yaut quatre angles droits, on a donc 


(7—2)yz+4y=2232, 


équation indéterminée dans laquelle x, y et s sont des nombres entiers 
positifs, qui ne peuvent pas étre plus petits que trois. Quoique cette 
équation renferme trois variables, on va voir cependant qu’elle ne peut 
étre satisfaite que de huit maniéres. Elle peut se changer dans celle-ci 


Le dénominateur de cette fraction ne peut étre négatif; 2 ne doit 


done pas surpasser 2+ ; et, par conséquent, il ne peut pas 


excéder six. En le supposant égal a trois, on a 


Ay. 


6—y 


~ 
a 


Si l’on fait, dans cette équation, y = 3, ona 


a= 4; 
si l’on fait y = 4, ona 

seas 
si on fait y = 5, ona 

B= 303 
enfin si l’on fait y = 6, ona 

Ba Os 


ainsi l’on peut recouyrir la sphére avec quatre, ou huit, ou vingt, ou 
une infinité de triangles équilatéraux. 
Supposons x = 4, nous aurons 


gia 3% 
Gay 
Sil’on fait y = 3, ona 
Os 
si l’on fait y= 4, 
igi="c0$ 
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on peut done recouyrir la sphére avec quatre ou une infinité de poly- 
gones réguliers de quatre cotes. 
Supposons @ = 5, nous aurons 


Si l’on fait y = 3, ona 


ae 


on ne peut done couvrir la sphére que d’une maniére avec des poly- 
gones réguliers de cing cotés. 
Supposons enfin a = 6, nous aurons 


Si l’on fait y = 3, 


on ne peut done couyrir la sphére que d’une maniére ayee des poly- 
gones réguliers de six cétés, en les prenant en nombre infini. 

Si l’on ne considére que des polygones finis, on yoit que la sphere 
ne peut étre recouyerte avec des polygones égaux et réguliers que de 
cing mani¢res : sayoir, de trois maniéres avec des triangles, d’une 
maniere ayec des polygones de quatre cétés, et d’une maniére avec des 
polygones de cing cotés. 

Si l'on considére les polygones infiniment petits, on a encore trois 
maniéres de recouyrir la sphére : savoir, avec des triangles, des carrés 
et des hexagones; or, si l’on suppose le rayon de la sphére infini, une 
partie finie de la surface se confond avec un plan; on ne peut done 
recouyrir que des trois maniéres précédentes une surface plane avec 
des polygones égaux et réguliers. 

Il suit de ce qui précéde qu'il ne peut y avoir que cing polyédres 
réguliers : sayoir, le tétraédre, le cube, l’octaédre, le dodécaédre et 
licosaédre; le premier, le troisiéme et le cinquiéme de ces corps ayant 
des faces triangulaires, les faces des deux autres étant des carrés et des 
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pentagones. En effet, les faces d’un polyédre régulier devant étre des 
polygones égaux, réguliers et également inclinés les uns aux autres, 
il est clair que ce polyédre peut étre circonscrit 4 une sphére dont le 
centre est au point de concours des perpendiculaires élevées du centre 
de chaque surface sur son plan. Si l’on concoit des rayons menés de ce 
centre a tous les angles du polyédre, ils marqueront sur la sphére les 
angles des polygones réguliers correspondant & chaque face; il doit 
done y avoir autant de corps réguliers qu’il y a de maniéres possibles 
de recouvrir une sphere avec des polygones égaux et réguliers. 

Les polyédres qui répondent 4 l’infinité des petits polygones régu- 
liers, qui peuvent recouvrir la surface de la sphére, se confondent avec 
la sphere elle-méme que l’on peut, sous ce point de vue, considérer 
comme un polyeédre régulier d’une infinité de faces. 

La Trigonométrie sphérique a pour objet la détermination des angles 
et des cotés d’un triangle sphérique, quand on connait trois de ces six 
quantités. Si l’on concoit des droites menées du centre de la sphere 
aux angles d’un triangle, et si l’on coupe ces droites par un plan quel- 
conque, on formera une pyramide triangulaire; les cétés du triangle 
sphérique seront les mesures des angles plans qui, par leur réunion, 
forment l’angle solide du sommet de la pyramide; les angles de ce 
triangle sphérique sont les inclinaisons mutuelles des plans qui con- 
courent ace sommet. Ainsi, la considération des pyramides triangu- 
laires pouvait donner naissance a la Trigonométrie sphérique; mais 
cette science doit son origine a|’Astronomie, ot elle est d'une néces- 
sité indispensable; car l’observateur projette sans cesse les astres sur 
la surface d’une sphére indéfinie dont il se fait le centre. 

Les angles et les cétés d’un triangle sphérique étant de méme nature, 
il parait plus naturel de chercher directement leurs rapports que de 
les déterminer au moyen de leurs sinus et cosinus; mais les équations 
entre les arcs et les angles sont transcendantes et fort compliquées, au 
lieu que les relations entre leurs sinus sont algébriques et fort simples. 

Toute la Trigonométrie sphérique n’est que le développement de 
cette proposition fondamentale : 
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Le costnus d’un cété est égal au produit des cosinus des deux autres 
cétés, plus au produit de leurs sinus, multiplié par le cosinus de l’angle 
qu ils comprennent. 

Je yous engage & lire sur cet objet un excellent Mémoire d’Euler, 
inséré parmi ceux de l’Académie des Sciences de Pétersbourg, pour 
l'année 1779. Ce Mémoire, quoique trés court, est un traité complet de 
Trigonométrie sphérique. 
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HUITIEME SEANCE. 


SUR L’APPLICATION DE L’ALGEBRE A LA GEOMETRIE. DE LA DIVISION DES ANGLES. 
THEOREMES DE COTES. USAGE DES TABLES TRIGONOMETRIQUES POUR LA RESOLUTION 
DES EQUATIONS. APPLICATIONS DE L’ALGEBRE A LA THEORIE DES LIGNES ET DES SUR- 
FACES COURBES. 


L’Algébre ayant pour objet la grandeur en général, il est visible 
quelle peut s’appliquer a la considération des lignes, des surfaces et 
des solides, et que les diverses questions géométriques peuvent étre 
traitées par son moyen. Il ne s’agit que de représenter les lignes par 
les caractéres algébriques, et de former les équations résultantes de 
leurs rapports qui, le plus souvent, sont donnés par les propriétés des 
triangles semblables ou rectangles et par celles du cercle. Dans la solu- 
tion des problémes, une ou plusieurs des lignes que ces équations ren- 
ferment sont des inconnues, dont on détermine les valeurs par les 
méthodes que l’Algebre fournit pour résoudre les équations. On cons- 
truit ensuite ces valeurs, c’est-a-dire que l’on assigne, par des procédés 
géométriques, les lignes qui leur sont égales. Ainsi, l’on transporte 
dans la Géométrie toutes les ressources de |’Analyse, et l’on parvient 
sans peine a des résultats qu’il serait souvent difficile d’obtenir par la 
Géométrie seule. 

Les propriétés du cercle et des lignes proportionnelles suffisent pour 
construire les expressions qui ne renferment que des racines carrées. 
Par exemple, une fraction, dont le numeérateur est de la dimension 7 
et dont le dénominateur est de la dimension z— 2, exprimant une sur- 
face, si l’on veut déterminer le coté du carré qui lui est égal, on peut 
concevoir le numérateur de la fraction divisée par /”~', f étant une 
ligne prise a volonté. Chaque terme de ce numérateur deyient de la 
premiére dimension, et l’on détermine la ligne qu’il représente par les 
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proportionnelles, en observant que, /, a, 6 exprimant trois lignes, 


ab 
7 


une ligne A égale & la somme de tous les termes du numérateur divisés 


est une quatriéme proportionnelle a ces lignes. On aura done ainsi 


par f*-'; on aura pareillement une ligne / égale & la somme de tous 


les termes du dénominateur divisés par /”~*; la fraction proposée sera 
2 


en ae hes 
réduite 4 celle-ci, - 


aux lignes /, A, f. La moyenne proportionnelle entre p et /sera le coté 


» oud pf, p étant une quatriéme proportionnelle 


du carré égal a la fraction proposée. 

On peut, en suivant ce procédé, déterminer en lignes, en surfaces et 
en solides les expressions d’une, de deux ou de trois dimensions qui 
renferment des radicaux carrés, et méme des radicaux dont l’expo- 
sant est une puissance de deux. Ainsi la racine de toute équation du 
deuxiéme degré peut étre construite au moyen du cercle et de la ligne 
droite, c’est-a-dire avee la régle et le compas; mais le cercle et la ligne 
droite, ou deux cercles, ne pouyant se couper qu’en deux points, on 
ne peut pas, par leur moyen, construire les racines d’une équation du 
troisiéme degré ni des racines cubiques; en sorte que la duplication 
du cube et la trisection de l’angle, problémes fameux dans l’antiquité, 
sont impossibles avee la régle seule et le compas. 

Le choix des inconnues n’est point indifferent dans les problémes 
géométriques, et c’est de 1a que dépend principalement la simplicité 
de leurs solutions. La régle que nous avons donnée pour ce choix, 
dans les problémes algébriques, peut encore servir ici. Lorsque deux 
ou plusieurs inconnues sont déterminées par une méme équation, il 
ne faut pas choisir lune d’elles pour inconnue principale; on doit 
prendre pour cette inconnue une ligne qui ait un méme rapport avec 
elles, telle que leur somme ou leur différence, ou une moyenne pro- 
portionnelle. L’équation que l’on obtient alors est moins composée que 
celle qui détermine les inconnues du probléme; elle en est une réduite 
plus facile 4 résoudre, et qui donne aisément les valeurs des inconnues. 
Supposons, par exemple, que la hauteur d’un triangle, sa base et la 
somme de ses deux cotés étant connues, on propose de déterminer 
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chacun de ces cétés; il est clair que, dépendant de la méme maniére 
des quantités connues, ils doivent étre donnés par la méme équation; 
ainsi, au lieu de considérer l’un d’eux comme I’inconnue principale, il 
vaut mieux prendre pour cette inconnue leur différence. 

Parmi les diverses constructions que l’on peut donner d’un méme 
probléme, il en est qui sont recommandables par leur simplicité et leur 
élégance, et dont la recherche exige quelquefois beaucoup d’adresse. 
I] est utile dans l’enseignement d’exercer sur cet objet les éléves. 

Vous trouverez un grand nombre de problémes géométriques résolus 
par l’Algébre dans |’ Arithmétique universelle de Newton, Ouvrage digne 
de son illustre auteur, soit par les découvertes qu’il contient, soit par 
les artifices au moyen desquels les solutions des problémes sont rame- 
nées aux équations les plus simples. Il importe d’autant plus de con- 
naitre et de perfectionner ces artifices, qu’ils peuyent seuls assurer aux 
solutions algébriques la supériorité sur les solutions purement géo- 
métriques qui, d’ailleurs, ont l’avantage de ne faire jamais perdre de 
vue l’objet principal, et d’éclairer la route entiére qui conduit des pre- 
miers axiomes a leurs derniéres conséquences. Mais je pense que 
lAlgebre peut toujours fournir les meilleures méthodes; il ne s’agit 
pour cela que de l’appliquer d’une maniére conyenable, en faisant un 
choix avantageux des inconnues, et en donnant aux résultats la forme 
la plus facile & construire ou a réduire en calcul numérique. Pour 
employer commodément dans cette réduction les tables de logarithmes, 
il convient de décomposer les résultats en facteurs. La recherche de la 
solution la plus simple sous ce rapport est un nouveau probleme qui 
souvent présente d’assez grandes difficultés, alors méme que le pro- 
bléme principal n’en offre aucune. C’est a les résoudre que l’on doit 
s’attacher si l’on veut rendre utile l’application de l’Algebre a la Géo- 
métrie; dans ce genre, lorsqu’il s’agit de méthodes usuelles, un abrégé 
de calcul est une yraie découverte; ce qui n’a pas toujours été senti 
par ceux qui ont essayé de substituer l’Analyse aux méthodes trigono- 
métriques; et c’est pour cela que, dans un grand nombre de cas, ces 
derniéres méthodes sont encore préférées. 
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Vous conceyez que, pour appliquer d’une maniére générale l’Algébre 
a la Géométrie, il était nécessaire que les quantités, soit connues, soit 
inconnues, fussent représentées par des caractéres généraux. On n’a 
d'abord employé les lettres que pour exprimer les inconnues; les 
connues étaient représentées par des nombres. Viéte est le premier qui 
ait eu lheureuse idée d’exprimer les unes et les autres par des lettres. 
L’application que ce grand analyste fit de l’Algébre ainsi généralisée & 
la Geométrie est deyenue, par l’extension que Descartes lui a donnée, 
l'une des plus importantes découvertes que l’on ait faites dans les 
sciences. Il semble aujourd’hui qu'il était facile d’y parvenir. Déja vous 
avez eu l'occasion d’observer que presque toujours les idées les plus 
fecondes sont en méme temps si simples que l’on est tenté de les 
regarder comme d’heureux hasards; mais ces hasards, qui ne sont 
jamais arriyés qu’aux hommes de génie, ont toujours été préparés par 
des recherches antérieures. Nous ne pouyons nous élever aux vérités 
générales que par la comparaison des résultats particuliers qu’il faut 
considérer longtemps, et varier d’un grand nombre de maniéres, pour 
saisir ce qu’ils ont de commun entre eux, et pour en faire éclore ces 
grandes theories qui changent la face des sciences et font époque dans 
leur histoire. 

Une des applications les plus intéressantes de l’Algébre 4 la Géo- 
métrie est celle qui a pour objet la division des angles et de la circon- 
ference en parties égales. L’Analyse en ayant tiré de grands avantages, 
soit pour la décomposition des fonctions en facteurs, soit pour le 
développement des fonctions en séries, soit pour la résolution des 
equations; je vais yous l’exposer en peu de mots. 

x et y étant deux angles quelconques, il est aisé de voir par le 
théoréme fondamental de la Trigonométrie que le produit de 


cose+VY—isinz, par cosy-+V—isiny 
est égal a 


cos(x +7) +\V—isin(z4#+y). 


De 1a il résulte, en faisant y successivement égal 4 x, 2x, 3a, ..., que 
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’ , , 
Von a généralement is 
(cosa + V—1sinr)”=cosnx £V—isinne. 


Cette formule, l’une des plus utiles de l’Analyse, a, comme celle du 
binome, l’avantage de s’étendre aux valeurs de 7, entiéres et fraction- 
naires, positives et négatives, irrationnelles et méme imaginaires. 

Il est facile, au moyen de cette formule, de déyelopper une fonction 
quelconque de sinus et de cosinus de I’angle x en sinus et cosinus de 
ses multiples; pour cela, il suffit de substituer dans cette fonction 


“(cosa + V—1sinz) + ~ (cose — V—isina) 


au lieu de cosa et 


I Fes I : 
—— (cosz + \/—1sinz) — —— (cosx —/—isinz), 
2\//— I 2\/— I 

au lieu de sina; et de développer ensuite la fonction par rapport aux 
puissances et aux produits de 


cosz-+\V—I1sing et de cosx —\V—1sing. 


Ces puissances et ces produits se réduisent en sinus et cosinus de mul- 
tiples de a, en observant que le produit de 


(cosw+V—tsinz)’ par (cose=V—isinz)’ 


est égal a 
[ cos(i’— i) e +Y—1sin(i'!—i)a]; 


on aura ainsi les expressions connues des puissances des sinus, 
cosinus, tangentes, ... d’un angle quelconque. Vous trouverez tous les 
développements que l’on peut désirer sur cet objet dans l’'/ntroduction 
a U’analyse des infiniment petits, par Euler, Ouvrage excellent, dont je 
vous recommande la lecture, comme indispensable & tous ceux qui 
veulent faire des progrés dans |’Analyse. 
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La formule précédente donne un moyen simple de décomposer en 
facteurs le binome a” a”. Pour cela, supposons x= ay, et consi- 
dérons l’équation y*+1= 0. Si l’on y suppose 


y=cosx+y—isine, 


on aura 
cosnzxtyY—isinrnz= zz, 


ce qui donne 
cosSrzzvc—== 1. 


Sile signe + a lieu, ona 


Nx 2tC, 


7 étant zéro ou un nombre entier, et ¢ étant la demi-circonférence dont 


le rayon est l'unité; on a done alors 
auc Pe 
y= cos—- =y—isin——; 


les facteurs de y*—1 sont done les diverses quantités que l’on obtient 
en faisant 2¢ égal & 0, 2, 4, ... Jusqu’’A rn ou m —1, suivant que zn est 


pair ou impair, dans la fonction 
2c . aie 
y = cos—- = V¥—18in——; 


les valeurs ultérieures de 2¢ reproduisent les mémes facteurs; ainsi la 


fonction 

2c LTC 
ee ere eet ee 
v 


represente les facteurs de 2” — a”. 
Si l'on a cosrmz = —1, on aura 
nx=(2t+1)e 


et, dans ce cas, les facteurs de 2" + a” seront compris dans la forme 


(2i+1) . bat By 
x —acos— e+ ay—i sin +9) "ie 
4 
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2t étant successivement égal A 0, 2, 4, ... jusqu’a m— 2 0un—T1, 
suivant que z est pair ou impair. 

De 1a il est facile de conclure que x” — a” est égal 4 la racine carrée 
du produit de x facteurs que l’on obtient en donnant & 2 toutes les 
valeurs, depuis ¢= 0 jusqu’a 7= n —1, dans le trinome 


Ze 
bf 


; ae 
ZL —2A2 COS— --@ 
i 
et que x”+ a” est égal 4 la racine carrée du produit des 7 facteurs que 
l'on obtient en donnant a z toutes les valeurs, depuis 7=0 jusqu’a 
i=n—1, dans le trinome 


e+a’. 


20+1 
x*—2aL oo 


Ce résultat est la traduction analytique de ce théoréme de Cotes : 


Si, dans un cercle, on méne un diamétre quelconque; qu’a partir 
d'une des extrémiteés de ce diamétre, comme origine, on divise la circon- 
ference dans le nombre 2n de parties égales, et que Von designe par les 
nombres 0, 1, 2, 3, ... ces divisions, o répondant a Vorigine; si d'un 
point fixe quelconque pris sur le diameétre ou sur son prolongement, el 
du méme cété du centre que Vorigine des arcs, on méne des droites aux 
divisions 0, 1, 2, -+.3 le produit de toutes les droites menées du point 
fixe aux nombres impairs est égal a la somme des puissances n, du 
rayon et de la distance du point fixe au centre; le produit de toutes les 
droites menées du point fixe aux nombres pairs 0, 2, ... est égal a la 
difference des mémes puissances. St le point fixe est supposé de l'autre 
cété du centre, il suffit alors de considérer sa distance au centre comme 


étant négalive. 


Ce théoréme, l’un des plus beaux que I’on ait trouvés en Géométrie, 
mérita & son auteur, qu’une mort prématurée enleva aux sciences, ce 
bel éloge de Newton : « Si Cotes ett vécu, nous saurions quelque 
chose. » 

Ce grand géométre ayant laissé sans démonstration son théoréme, 
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les géométres s’appliquérent & la rétablir, et leurs recherches ont 
produit l’analyse que nous yenons d’exposer. 

Il en résulte que la division de la circonférence en parties égales et 
la résolution de l’équation a — 1 = o dépendent réciproquement l'une 
de l'autre; or, on peut résoudre cette équation, sans admettre de radi- 
caux cubes, lorsque z est successivement égal a 3, 4, 5, et & ces 
nombres multipliés respectivement par des puissances de 2; on peut 
done, par la régle seule et le compas, inscrire et circonscrire au cercle 
des polygones réguliers de ce nombre de coteés. 

En général, met nr étant premiers entre eux, et exprimant le nombre 
des cotés de deux polygones réguliers, inscrits ou circonscrits au cercle, 
on pourra facilement inserire ou circonscrire un polygone régulier @un 
nombre mn de cétés. Pour cela, on portera l’are relatif & un coté du 
polygone qui a le plus de cétés, sur l’are relatif & un cdté de autre 
polygone, autant de fois qu'il y est contenu exactement; on portera le 
reste sur le second arc, autant de fois qu’il y est contenu; on portera le 
deuxiéme reste sur le premier reste, et ainsi de suite, jusqu’a ce que 
l'on ne trouye point de reste. Le dernier reste sera la commune mesure 
des deux ares; or cette commune mesure est égale a — on pourra 
done inscrire ou circonscrire au cercle un polygone de mn cotés. 

De la, et de la relation qui existe entre la division de la circonférence 
et la résolution des équations & deux termes, il suit que les racines des 
deux équations 

eZ" ——1 =O el Comes 
donnent les racines de l’équation 


mn __3~—o, 
En effet, la résolution de la premiére de ces équations donne la valeur de 
2c 2C 
cos — + Y—1sin—;3 
a seat e 
et, par conséquent, celle de 


27 
cos 


ae a! ee S 
+ Y—1sin—, 
We ne 
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rétant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, puisque cette 
seconde valeur est la puissance r de la premiére. Pareillement, la réso- 
lution de l’équation 2” — 1 = 0 donne la valeur de 


/ 
ore —— . 
cos - SeA/—— 42 Sin 


r étant un nombre entier; on aura donc la valeur du produit de ces 
deux dernieres fonctions, produit qui est égal & 
rn rim —- . /rn+r'm 
cos( 20) + V=isin( AST 20); 
eI 
or, met n étant premiers entre cux, on peut toujours déterminer r et 7’ 
en sorte que l’on ait 
a ey) ON SE 


on aura donc ainsi Ja valeur de 


cos == iy —1 sin. 

La résolution de l’équation 2*—1=o0 donne toutes les racines ni™s 
de Punité; et l’on voit que les racines autres que l’unité sont les 
puissances de celle qui répond au plus petit arc. La remarque que 
Vunité peut avoir plusieurs racines du méme ordre, quoiqu’une suite 
immédiate de la formation des équations, ne parait avoir été bien 
connue que dans ce siécle. Elle montre que l’égalité d’une méme puis- 
sance de deux grandeurs ne prouve point l’égalité de ces grandeurs; 
de méme que la condition de satisfaire & une méme équation ne prouve 
point l’égalité des racines. Cette réflexion nous sera utile dans la théorie 
des logarithmes que nous ferons yoir étre en nombre infini pour une 
méme quantité. 

On peut, au moyen de ce qui précede, extraire une racine quelconque 
d’une quantité, soit réelle, soit imaginaire. Pour cela, considérons la 
quantité p + g ¥— 1; sa racine n*™* est égale a 


1 

(SRE reall 

(—__— gees “| (p+ gy". 
VPterigts (vipick gy 
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Soit A le plus petit des angles dont le sinus et le cosinus sont respec- 


tivement 
mee hae et ie 
VP +9 vpi+q? 


la fonction précédente sera 


1 . e 
(p?+ gq)?" [eos —_ *) + /—1sin a 5 *)| : 


7 


i étant un nombre entier positif qui peut s’étendre depuis t= 0 jus- 
qu’a t=n-—-TI. 


Ainsi, toutes les racines des fonctions de la forme 
aay 
P+4\ 
sont de la méme forme, ct l’on voit généralement que toute fonction 
algébrique d’une ou de plusieurs imaginaires de la forme 
p+qv—1 


est de la méme forme et peut se déterminer par la méthode précédente. 


a : = , h 

Si nz est un nombre fractionnaire que nous représentons par 7 

aile-+Al 
h 

et cosinus lorsque z sera égal a /; ainsi la racine nieme n’a, dans ce cas, 


: 2tc-+-A : : ; A B 
langle —~— deviendra ; il reproduira donc Jes mémes sinus 


que / yaleurs différentes; mais, si 7 est irrationnel, alors elle a une 
infinité de yaleurs; car, ¢ et z’ étant deux nombres quelconques, la 
difference des deux angles 


2ic+A 2 at'c-+A 
n n 


ne peut jamais deyenir un multiple de la circonférence; les valeurs 


successives de 7 ne finissent point par reproduire les mémes sinus et 
cosinus. Nous verrons dans la suite que, si est imaginaire, et de la 


forme p+ gy—1, les racines n*™* sont encore de la méme forme. 
Le cosinus de l’angle na étant donné, comme on I’a vu précédem- 
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ment, en puissances du cosinus de l’angle 2, si l’on considére le pre- 
mier de ces cosinus comme une quantité connue et le second comme 
une inconnue, on aura, pour déterminer cette inconnue, en supposant 


a—COSNS et y=cosz, 
Péequation 


a= gn yt 7 gn—3yn—2 + n(n —3) gr yn—b __ cL (n—§4)(n—5) 


- Cape dalaaee re 
te Te2to y 


Cette équation peut donc étre résolue par la division d’un are en 
parties égales; et, sil’on nomme A le plus petit des ares, dont le cosinus 


: ae Sy 2tc +A 
est a, les diverses valeurs de y seront exprimées par cos( ——— }; 
t pouvant s’étendre depuis 7 = 0 jusqu’ai=n—1. 

Il suit de ce qui précéde que 


0 a 2ic +A . f2tice+aA 
Vax Yat—t= cos(*2*) + yisin(*==*), 
ce qui donne 


n 


a+Va?—i1+ 


~ 


y =00s(*2 =") 1 
iL 2 

Ainsi l’expression de y peut étre mise sous une forme indépendante 
des cosinus et, sous cette forme, elle embrasse le cas ot a est plus 
grand que l’unité. 

Lorsque a@ est moindre que l’unité, les racines de l’équation sont 
toutes réelles, et elles offrent la méme singularité que le cas irréduc- 
tible des équations du troisiéme degré, celle d’étre la somme de deux 
imaginaires. En effet, nous verrons bientot que l’équation du troisi¢me 
degré est alors comprise dans la précédente. 

Les expressions du sinus et de la tangente de l’angle na, en puis- 
sances du sinus et de la tangente de l’angle x, fournissent pareille- 
ment des équations d’un degré indéfini, qui peuvent étre résolues par la 
division de l’angle en parties égales. 

De la résulte un moyen facile de résoudre les équations du troisiéme 
et du quatriéme degré, en faisant usage des Tables de sinus. Ce moyen 


112 LECONS DE MATHEMATIQUES 


est si commode que, malgré la facilité que présente la résolution des 
équations du deuxiéme degré, il peut étre employé avec avantage, rela- 
tivement & ces derniéres équations. 

Considérons l’équation du deuxiéme degré 


w+ pxet qo, 
stant positif. Soit a —==g, on aura 
q tant positif. Soit 2 Vg, ona 


{jis os 


el 


=< - 


2Vq 


Si le signe + a lieu, et si est, abstraction faite du signe, 


moindre que l’unité, on fera 


s=cosu+yY—isinu, 
et l'on aura 
—p 


cos“z= = 
2V"q 


Les Tables des sinus feront connaitre angle wu, au moyen de cette 
équation, qui donnera facilement le logarithme de cosu; et, comme a 
la méme valeur de cosu répondent les deux angles uw et — u, on aura 
pour 2 deux yaleurs qui, dans ce cas, sont imaginaires. 


. —p . . ° «ie 
Si —£ est, abstraction faite du signe, plus grand que l’unité, on fera 


2V"g 
5=tangu; 
et on aura 


I 9 
£4 - = = 
3 SsIn2u4 
d’ou l’on tire 
- 2VG 
sineuw=—— V9. 
P 


Les Tables des sinus donnerontle plus petit des angles qui répondent 
a cette expression de sin2w prise positivement. Cet angle, affecté du 
méme signe que cette expression, sera la valeur de 2u; mais au sinus 
de 2w répondent les deux ares 2u et c — 2u, ¢ étant la demi-circonfé- 
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rence; on aura donc, pour les deux valeurs de 2, 


a= \/q tangu, w= Vqtang( <u). 


Silona 


tf ay 


on fera encore s = tangu, ce qui donne 


2 
1 CQ7 © Sano e 
et, parconséquent, — > 
2 gq 
tang i= avd . 
P 


Les Tables des sinus feront connaitre le plus petit des angles qui 
répondent a cette expression de tang 2u prise positivement; cet angle, 
affecté du méme signe que cette expression, sera la valeur de 2u. Mais 
dla tangente de 2u répondent les deux arcs 2u et c+ 2u; on aura done 


a =\/qtangu, #=Vqtang(2 +1). 


Considérons présentement l’équation du troisiéme degré 


“2° pe-+g=0, 


r “4: I 
p étant positif. Supposons x = r(s so aD nous aurons 


alee! ee ee yt eae 
Soit 7? = 3p et — aaa 2h, on aura 


Cette équation en = est du sixiéme degré, mais résoluble a la ma- 
niére de celles du deuxiéme degré, ce qui donne un nouveau moyen 
de résoudre les équations du troisiéme degré. 


OEwvres de L. — XIV. 


114 LECONS DE MATHEMATIQUES 
Supposons d’abord que le signe supérieur ait lieu et que A, abstrac- 
; oie : - F - we r es Tye eae, 
tion faite du signe, soit moindre que l’unité; alors 77° — a5 P° est une 
/ 
quantité négative et l’équation proposée tombe dans le cas irréduc- 


tible. Si l’on fait s = cosu + ¥—1sinu, on aura 


as B(s+i)=a P cosu3 
3 s 3 


~ 


on aura ensuite 
I 
s?-++- — = 2¢0s3u; 


~ 


partant, cos3uw=h. Soit A le plus petit des angles dont le cosinus 
est A, et que les Tables feront connaitre; on aura, pour 3u, les trois 
valeurs A, 2e-+ A, 4c + A; et, par conséquent, les trois valeurs de x 


seront 


Remarquez bien ici l'usage des quantités imaginaires pour déter- 
miner les quantités réelles; la valeur de s exprime le radical imagi- 
naire dont la racine de Péquation du troisiéme degré est composée 
dans le cas irréductible; mais, sous cette forme, on yoit clairement 
que les imaginaires disparaissent de l’expression de r(z+2); qui 
est égale & a. Ainsi, la considération des quantités imaginaires qui 
embarrassaient beaucoup les premiers analystes est devenue, par leur 
comparaison avec l’expression cosa + ¥— 1sin @, facile et d’un grand 
usage dans l’Analyse, et yous aurez occasion d’en voir des applications 
nombreuses dans le Calcul! infinitésimal. 


Sif, abstraction faite du signe, est plus grand que l’unité, on fera 


2*= langu; 
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alors on aura 
2 


ae sina? 


(ot l’on tire 


= I 
sin2¢ = —; 
h? 


on aura donc wu par les Tables des sinus. Si l’on fait ensuite 


3 
Vtangu = tangw’, 


on aura 


~~ sin2u! 


C’est la valeur réelle de #; ses deux valeurs imaginaires sont 


sre b —1tV—3cos2u' 
ve sin 2 w! 


Il nous reste 2 considérer le cas ot' ona 


sia Vb cae) 


J , . 
On fera, dans ce cas, — = tangy, et l’équation 


donnera 


I 
tang2u—-—}3 
fo) h? 


on aura donc l’angle w au moyen des Tables. Soit 


tangu'= tanga; 
on aura 
e 


i) — 


a 3 
~ tang2u' 


Les valeurs imaginaires de a sont 


P ( cosau’' + V—3 
US fia ——— . 
sin 2 wu! 
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La résolution des équations du quatriéme degré dépend d’une réduite 
du troisiéme degré; ses racines sont une fonction trés simple de celles 
de la réduite ; on pourra done les déterminer facilement par la méthode 
précédente. 

Vous voyez par ce qui précéde que l’application de I’Algebre & la 
Géométrie a pour objet de faire servir les méthodes de l’Analyse & la 
détermination d’un ou de plusieurs points d’aprés des conditions 
données. Mais, si le nombre des équations qui résultent de ces condi- 
tions est insuffisant pour la détermination de ces points, il en existe 
alors une infinité dont l'ensemble forme des surfaces ou des lignes, 

La maniere la plus simple de fixer la position d’un point dans espace 
consiste & le rapporter & trois plans perpendiculaires entre eux. Les 
distances du point & chacun de ces plans se nomment coordonnées, et 
les intersections mutuelles des plans sont les axes des coordonnées 
qui leur sont paralléles. a, y, 5 exprimant ces coordonnées, = est la 
distance du point au plan dans lequel sont les axes des a et des y; la 
rencontre de s ayec ce plan est la projection du point, et y est la 
distance de cette projection & l’axe des x. Enfin, x est la distance du 
point ou la perpendiculaire y & l’axe des @ rencontre cet axe, d l’inter- 
section commune des trois axes, intersection gui est l’origine des 
coordonnées. Cette distance se nomme alors abscisse, et les deux autres 
lignes, yet s, se nomment ordonnees. Si l’on considére comme posi- 
tives les coordonnées prises d’un certain cété de leur origine, elles 
seront negatives prises du cdté oppose. 

Si l'on n’a qu'une équation entre les trois coordonnées, la position 
du point est indéterminée, et le lieu de tous les points qui y satisfont 
est une surface dont cette équation exprime la nature. 

Si l'on a deux équations entre ces trois coordonnées, la position du 
point est encore indeterminée; le lieu de tous les points qui satisfont 
a ces equations est a la fois sur les deux surfaces qu’elles représentent; 
elle est done sur la ligne formée par leur commune intersection; ct 
cette ligne se nomme courbe a double courbure quand elle n’est pas 
située dans un méme plan. 
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Enfin, si l’on a trois équations entre les coordonnées, la position du 
point est déterminée; et c’est sous ce point de yue que nous venons 
d’enyisager l’application de l’Algebre a la Géométrie. 

Le premier objet de Analyse appliquée a la théorie des courbes et 
des surfaces est de former leurs équations d’aprés les conditions qui 
les déterminent. Par exemple, la circonférence étant une ligne dont 
tous les points sont également éloignés du centre, il est facile d’en 
conclure que, a étant son rayon, y une perpendiculaire abaissée d’un 
de ses points sur un diamétre, et 2 la distance de cette perpendicu- 
laire au centre, la condition dont il s’agit donne, pour |’équation du 
cercle, 

ar eS a’. 

Mais souvent ce probleme présente de grandes difficultés dont la 
solution a fait naitre des théories importantes. Ainsi, la considération 
des lignes et des surfaces, d’aprés la condition qu’elles embrassent, 
sous la méme étendue, le plus petit espace, a produit le calcul des 
variations; et les premiers éléments du calcul des differences partielles 
sont dus a la recherche des courbes qui coupent, un syst¢me donné 
d’autres courbes, a angles droits. 

Quand les équations sont formées, on peut Jire, dans leur déye- 
loppement, toutes les affections des surfaces et des lignes qu’elles 
expriment. On peut déterminer le cours de ces surfaces et de ces 
lignes dans l’espace, leurs branches infinies, leurs inflexions, leurs 
rebroussements, Jeurs contours, leurs noeuds et leur courbure, leur 
grandeur et celle des espaces qu’elles renferment, la position des plans 
et des lignes qui les touchent, leurs plus grandes et leurs plus petites 
ordonnées. Ce rapprochement de la Géométrie et de lAlgebre répand 
un nouyeau jour sur ces deux sciences; les opérations intellectuelles 
de l’Analyse, rendues sensibles par les images de la Géométrie, sont 
plus faciles a saisir, plus intéressantes 4 suivre. Cette correspondance 
fait l'un des plus grands charmes attachés aux spéculations mathéma- 
tiques, et, quand l’obseryation réalise ces images ct transforme les 
résultats mathématiques en lois de la nature, quand ces lois, en em- 
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brassant l'uniyers, déyoilent & nos yeux ses états passés et a venir : 
alors la yue de ce sublime spectacle nous fait éprouver le plus noble 
des plaisirs réservés & la nature humaine. 

Considérons d’abord les lignes courbes. Elles sont algébriques ou 
transcendantes suivant la nature de l’équation qui les exprime; mais, 
dans tous ces cas, on peut les considérer comme I’intersection de deux 
surfaces représentées chacune par une équation entre les trois coordon- 
nées a, y et s. Si l’on élimine de ces équations une des coordonnées, 
s par exemple, on aura une équation entre 2 et y, qui sera celle de la 
projection de la courbe sur le plan des & et des y. En éliminant y au 
lieu de s, on aura une équation entre x et s, qui sera celle de la projec- 
tion de la courbe sur le plan des x et des 5; enfin, si l’on élimine 2, 
on aura une équation entre y et s, qui sera celle de la projection de la 
courbe sur le plan des y ct des s. Mais il est visible que, deux de ces 
projections étant données, la troisiéme en est une suite nécessaire. 

Quoique la considération des axes des coordonnées, perpendicu- 
laires entre eux, soit la plus simple, cependant il est quelquefois utile 
de supposer que ces axes font entre eux des angles quelconques; en 
changeant la position des axes, leur inclinaison mutuelle et leur ori- 
gine, les nouyelles coordonnées paralléles & ces axes seront données 
ena, y, 5 par des équations linéaires et réciproquement; en sorte que 
le degré des équatidns qui déterminent les courbes ou les surfaces 
restera toujours le méme. C’est sous ce point de yue général que nous 
enyisageons les coordonnées. 

La nature des courbes 4 double courbure dépend, comme on vient de 
le yoir, de la nature des courbes situées dans un méme plan. Celles-ci, 
quand elles sont rapportées & leur plan, ne dépendent que d’une seule 
équation; lorsqu’elles sont algébriques, on les a distinguées en dif- 
ferents ordres relatifs au degré de l’équation dont elles dépendent. 

On a nommeé lignes du premier ordre celles dont |’équation, entre les 
coordonnées x et y, est du premier degré, ct la ligne droite est éyi- 
demment la seule de cet ordre. Les lignes du deuxiéme ordre sont celles 
dont l’équation est du deuxiéme degré, et ainsi de suite. 
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Chaque ordre présente, 2 mesure qu'il s’éleve, une grande yariété de 
figures. Quelquefois la courbe ne s’étend que jusqu’a certaines limites, 
au dela desquelles les ordonnées ou les abscisses deviennent imagi- 
naires; ainsi, dans l’équation du cercle x? + y?= a’, l’une des coor- 
données étant imaginaire quand l’autre surpasse a, la courbe est 
renfermée tout entiére dans un carré dont le cété est 2a. Dans 
d’autres cas, la courbe étend a l’infini plusieurs branches dont le 
nombre et la nature sont le caractére le plus propre a distinguer les 
ordres en genres. Les branches infinies des courbes approchent sans 
cesse d’une courbe beaucoup plus simple qui lui sert d’asymptote, et 
dont elle finit par s’éloigner moins que d’aucune quantité donnée. 
Cette propriété des courbes est commune a toutes les suites infinies 
des grandeurs qui dépendent les unes des autres. La détermination des 
lois qui leur servent de limites est un des objets les plus intéressants 
de Analyse. Voici comme on y est paryenu relativement aux branches 
infinies des courbes. 

Si l’on concoit l’expression de l’ordonnée y de la courbe, développée 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances descendantes de 
Pabscisse a, il est clair que les termes qui renferment les puissances 
négatives de a seront d’autant moindres que cette abscisse sera plus 
grande et qwils parviendront 4 étre plus petits qu’aucune grandeur 
donnée. La courbe approchera donc sans cesse de celle qui est exprimée 
par l’expression de y lorsque l’on n’a égard qu’aux termes précédents 
de la série, et cette seconde courbe sera l’asymptote de la premiére. 
Tout se réduit done & former la courbe dont nous yenons de parler, ce 
qui, dans plusieurs cas, présente des difficultés. Newton a imaginé un 
procédé ingénieux pour les résoudre. I] consiste & partager un parallé- 
logramme en cases égales par des lignes menées parallélement a ses 
cotés. En supposant l’un d’eux horizontal et l'autre vertical, on place 
chaque terme de l’équation proposée dans la colonne verticale dont le 
rang, 4 partir du concours des deux cotés, est égal a l’exposant de a, 
augmenté de l’unité : on le place en méme temps dans la colonne hori- 
zontale dont le rang, a partir du méme point, est indiqué par l’exposant 
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de y augmenté de l’unité. Cela fait, on dispose une régle de maniére 
qu'elle passe par le centre de deux cases qui renferment des termes de 
l'équation, en remplissant la condition de laisser au-dessous tous les 
termes qui ne sont pas sur sa direction. Maintenant, si dans l’équation 
on suppose y = Aa”, tous les termes placés sur la direction de la régle 
renfermeront les plus hautes puissances de x, et ces puissances seront 
les mémes pour chacun d’eux. En égalant leurs exposants, on aura la 
valeur de l’exposant indéterminé z; en égalant la somme de leurs coef- 
ficients & zéro, on aura la valeur de A. 

Le terme Aa est le premier terme de la série descendante en a; on 
aura le second terme en supposant dans l’équation y égal & Aa", plus 
une nouvelle variable ¥ dont on déterminera, par la méme méthode, 
le premier terme A’a" de son expression, en ayant soin d’observer que 
? doit étre moindre que ¢. En continuant ainsi, on aura les différents 
termes de l’expression de y. Souvent, apres un certain nombre de 
termes, la loi des exposants se manifeste, et alors il suffit de donner, 
aux termes de la série, des coefficients arbitraires que l’on détermine 
aisément en substituant cette série au lieu de y dans I’équation pro- 
posée, et en comparant les puissances semblables de x. 

Si la régle peut prendre deux ou un plus grand nombre de positions 
différentes, de maniére A remplir les conditions dont nous avons parlé, 
on aura, pour l’expression de y, autant de séries différentes qui donne- 
ront les diyerses branches infinies de la courbe; mais la courbe n’aura 
aucune branche infinie si toutes ces séries sont imaginaires, ct alors 
on sera sur quelle ne s’étend point au dela de certaines limites. 

Il est facile de conclure de ce qui précéde que les branches infinies 
d'une courbe sont toujours en nombre pair, et que, si le degré de son 
équation est impair, elle a au moins deux branches infinies. 

S'il est intéressant de suivre la courbe dans ses branches infinies, il 
ne lest pas moins de la considérer A sa naissance, et d’ayoir la courbe 
la plus simple qui, dans ces points, coincide avec elle. Pour cela, il 
faut ordonner l’expression de y en série par rapport aux puissances 
ascendantes de a. Le parallélogramme de Newton offre encore un 
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moyen facile d’y parvenir; mais, au lieu de placer la regle de maniére 
a laisser au-dessous d’elle tous les termes qui ne sont pas sur sa direc- 
tion, il faut alors la disposer de maniére qu'elle laisse ces termes 
au-dessus. 

Il n’est pas nécessaire, pour l’usage de ce parallélogramme, que les 
exposants des puissances de x et de y soient des nombres entiers 
positifs; ils peuvent étre fractionnaires et méme négatifs. Dans tous 
les cas, il suffit de placer chaque terme au point du concours des 
deux lignes paralléles aux cétés du parallélogramme qui répondent aux 
exposants de x et de y. Au reste, sans recourir & ce moyen mécanique, 
on peut, par le calcul, former, d’une maniére encore plus simple, les 
séries, soit ascendantes, soit descendantes, de l’expression de y; et 
c’est ce que Lagrange a fait dans les Memoures de l’Académie des 
Sciences de Berlin. 

La considération de l’expression de y en série ascendante sert i 
déterminer la courbe d’une nature donnée, qui coincide avec la pro- 
posée, dans un de ses points quelconques, et que l’on nomme courbe 
osculatrice. x et y étant les deux coordonnées du point, changeons, 
dans l’équation de la courbe, x dans w+’ et y dans y+y’; les termes 
indépendants de a’ et de y’ disparaitront par la nature de l’equation, et 
l’on aura une nouvelle équation entre a’ ety’; d’oti l'on irera pour y’ 
une expression en série de cette forme 


y=Az’+ Ba"? Cv?+..., 


A, B, C, ... étant des fonctions connues de a et de y. On représentera 
ensuite, de la maniére la plus générale, l’équation de la courbe oscu- 
latrice, en supposant que ses coordonnées soient x + 2’ ct y +’, et 
que les constantes arbitraires dont elle dépend soient des fonctions 
de x et de y qu'il s’agit de déterminer. Alors, en réduisant cette équa- 
tion dans une série ordonnée par rapport aux puissances et aux pro- 
duits de a’ et dey’, elle deviendra de cette forme 


(8) — i Se La’ My’+ Nav?-+- Pa'y!+ Oy?+. Sear 
OEuvres de L. — XIV. 16 
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H, L, M,N, ... étant des fonctions connues de a, y et des arbitraires 
de la courbe osculatrice. 

Le point de la courbe proposée, déterminé par les coordonnées x 
et y, devant appartenir & la courbe osculatrice, on a d’abord H =o 
et, par conséquent, 


o—L2'+My'+Ne"+...; 
d’ou l’on tire pour y’ une expression de cette forme 


y =Re'+82"+..., 


R, S, ... étant des fonctions de x, y et des arbitraires de la courbe 
osculatrice. Maintenant, si le nombre de ces arbitraires est z, on pourra 
faire coincider les (¢ —1) premiers termes de cette série avec les (¢—1) 
premiers termes de l’expression de y’ relative & la courbe proposée; on 
aura alors, pour déterminer les z arbitraires, les ¢ équations 


o= 3b fan 4 | sfaacte eoee 


L'ordonnée y’ de la courbe osculatrice ayant le plus grand nombre de 
termes quil est possible, communs ayee ceux de l’ordonnée y’ de Ia 
courbe proposce, il est évident qu’elle est de toutes les courbes de la 
méme nature celle qui approche le plus de coincider avec la proposée 
a lorigine des a’. Vous verrez dans la suite que tout l’art du Calcul 
différentiel consiste & former, d’une maniére générale et simple, les 
termes des séries dont je viens de parler, et & exprimer, au moyen 
d'un caractére particulier, la loi suivant laquelle ils dépendent de la 
variable y considérée comme fonction de x, en sorte que cette lot 
puisse entrer dans les expressions et dans les équations, indépendam- 
ment de la connaissance de y en fonction de x; yous verrez encore que 
l‘objet du Calcul intégral est de remonter de ces équations & la valeur 
méme de la fonction y. 

La solution du probléme précédent embrasse tout ce qui concerne 
les tangentes et les rayons de courbure; car il est clair qu’il suffit d’y 
supposer que la ligne osculatrice est une droite ou un cercle. Repré- 
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sentons par y=A(a +a) l’équation de la tangente; 2+ a sera la 
sous-tangente, et ]’on aura 


e+a=4; 


si l’on change # dans x +2’ et y dans y+ y’, on aura 
anne a 
En comparant cette expression de y’ avec celle-ci, 
y= Az Ba e..., 
relative & la courbe proposée, on aura 
h=A 
et, par conséquent, la sous-tangente est égale a ~- 
’ ’ 5 5 A 
Si la courbe osculatrice est un cercle, en nommant R son rayon et 
a et b les coordonnées de son centre, coordonnées que nous supposons 


ici perpendiculaires entre elles, ainsi que x et y, on aura, par la nature 
q 7 


du cercle, 
(a—x)?+(b—y)?—R=0; 


en changeant x dans a +2’ et y dans y+ y’, on aura 


er ek ee, (a—x)?+(b—y/y? r 
y= (Fay) e+ (ea yet 


Cette expression de y’ comparée a celle-ci, 


Y=As'+Ba+..., 


donne ive ; 
HES =A; OES daa =B; 
d’ot l’on tire ae 
neg 
a =—Ait®, 
LAS 
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On aura done ainsi la position et la grandeur de la circonférence 
osculatrice 2 un point quelconque de la courbe proposée. Les centres 
de ces diverses circonférences formeront, par leur continuité, une nou- 
yelle courbe dont les coordonnées seront a et 6; or on peut, au moyen 
des expressions précédentes de @ et de ben a et y, déterminer x et y en 
fonctions de a et de 5; en substituant done ces valeurs dans l’équation 
de la courbe proposée, on aura une équation entre a et b qui sera celle 
de la nouyelle courbe. Pour en conceyoir la nature, imaginons que, 
d’un point queleonque et ayee un rayon quelconque R, on décrive un 
trés petit are de cercle; que l’on prolonge le rayon extréme de ce petit 
arc, de maniére & former un second rayon R’, et qu’avee ce rayon on 
décriye un nouyel are; que l’on prolonge encore le rayon extréme de 
cet arc, de maniére & former un troisiéme rayon R’ avec lequel on 
décrira un troisiéme are, et ainsi de suite; on formera une série d’ares 
de cercle qui se toucheront par leurs extrémités, et dont les centres 
seront les sommets des angles d’un polygone qui aura pour cétés les 
différences R’— R, R’ — R, .... Si ’on imagine ce polygone enveloppé 
d'un fil tel que sa partie extréme soit dirigée suivant Je premier coté 
du polygone et s’étende de la quantité R au dela de ce polygone; en 
développant ce fil de dessus le polygone, il décrira la suite des ares 
que nous yenons de considérer. Maintenant, plus les arcs seront petits 
plus leur suite approchera d’une courbe continue dont ils seront les 
ares osculateurs, et plus le polygone approchera de la courbe formée 
par les centres des circonférences osculatrices : les deux courbes sont 
done les limites des suites des ares et des polygones, et tout ce quia 
constamment lieu dans ces suites a lieu également pour ces courbes. 
Ainsi l'on peut conceyoir une courbe quelconque comme étant formée 
par le développement d’un fil qui enyeloppe la courbe formée par les 
centres de ses cercles osculateurs. On nomme cette derniére courbe 
developpee; la premiére se nomme développante. On voit par la qu’un 
are quelconque de la développée est égal a la difference des deux rayons 
de courbure de la déyeloppante correspondant aux deux extrémités de 
cet arc; or, la déyeloppante étant une courbe algébrique, on a, par ce 
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qui précéde, ses rayons de courbure et la nature de sa développée 
exprimée par une équation algébrique; on aura done ainsi une infinité 
de courbes algébriques rectifiables, c’est-a-dire telles que l’on pourra 
déterminer une ligne droite de méme longueur qu’une portion quel- 
conque de leur circonférence. 

Aux points multiples d’une courbe plusieurs de ses branches se 
rencontrent, et l’on a plusieurs valeurs de y’ correspondant & la méme 
valeur de 2; ainsi, en changeant, dans l’équation de la courbe pro- 
posée, a dans x+ a’ ct y dans y+ y’, et en développant cette équation 
en série, les termes indépendants de 2’ et de y’ disparaitront par la 
nature de cette équation; et, dans le cas d’un point double, les coefti- 
cients de a’ et de y’ seront nuls, soit par eux-mémes, soit en vertu de 
la méme équation. Dans le cas d’un point triple, ces coefficients et 
ceux de x, xy’ et y? seront nuls, et ainsi de suite; ce qui détermi- 
nera les valeurs de x et de y correspondant & ces points. 

Pour avoir les points ot. y est un maximum ou un minimum, on 
observera que l’expression de lordonnée correspondant & 2 + a’ est 


ytAa'+Bor?+Cr%+..., 


et que l’ordonnée correspondant a a2 — 2’ est 
y—Az'+ Ba?*—Cr'*-+.... 


Or, x’ pouvant étre supposé aussi petit que l’on veut, le terme Aa’, 
sil n’est pas nul, peut étre tel qu’il surpasse la somme des termes 


J ee : 
Beery ee ees 


Vordonnée y ne serait donc pas a la fois plus grande que les deux 
ordonnées voisines correspondant a x + a eta @ — 2’; ainsi, dans le 
cas du maximum ou du minimum, on doit avoir 


A= 6, 


et cette équation, combinée avec léquation de la courbe proposée, 
déterminera les valeurs de x et de y correspondant a ces points. 
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On distinguera lequel des deux cas a lieu par le signe B qui, s’il est 
négatif, désigne un maximum; il désigne un minimum s’il est positif. 
Mais si B est nul il faut, pour le maximum ou le minimum, que C soit 
nul. En général, il est nécessaire pour cela que les termes de la série 


Az’ + Ba'?+ Cz"+... 


disparaissent en nombre impair, et le signe du premier terme qui ne 
deyient pas nul indique un maximum s’il est négatif et un minimum 
s'il est positif. 

Nous avons supposé que la série qui exprime la valeur de y’ est de 
la forme 

Az'+ Bao" + Cr'?+.... 

C’est ce quia lieu dans le cas général ot l’on considére un point quel- 
conque de la courbe; mais, dans des points particuliers, il peut arriver _ 


que cette valeur ait la forme 


Azc't+Ba'!+..., 


, 


i, i’, ... étant des nombres positifs, entiers ou fractionnaires; et alors 
ces points peuvent étre des points de rebroussement. Si l’on a, par 
exemple, 
y' =Az* + Bi z')?, 

il est clair que, a’ étant négatif, la valeur de y’ est réelle; mais elle 
devient imaginaire lorsque a’ est positif; la courbe s’arréte donc a 
l’abscisse a, et elle revient sur elle-méme; les deux branches formées 
par la double expression de y’ se terminent en forme de bec a I’extré- 
mité de l’ordonnée y. 

Deux courbes rapportées aux mémes axes peuvent se couper dans 
plusieurs points que l’on déterminera en observant qu’a ces points les 
valeurs de x et de y étant communes & ces courbes, on aura deux 
équations entre ces deux coordonnées, et l’on connaitra chacune 
(elles par l’élimination. m et n exprimant les degrés des équations, 
equation finale en x ne peut pas s’élever au dela du degré mn; ainsi, 
les deux courbes ne peuyent pas se couper dans plus de mn points. 
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On a fait usage de ces intersections pour déterminer, par des 
constructions géométriques, les racines des équations. Si l’on a, par 
exemple, & résoudre l’équation 


a+ p2*-+gr+r=o, 
on pourra faire y = 2, et l’on aura 
V+pytqe#+r=0; 


les intersections des deux courbes exprimées par ces deux équations 
donneront toutes les racines réelles de l’équation proposée. Ces 
constructions, qui ont beaucoup occupé les géométres, sont mainte- 
nant de peu d’usage, |’Analyse ayant été appliquée & des objets plus 
intéressants. 

Cependant, la construction des racines des équations par linter- 
section d’une courbe avec l’axe des abscisses est trés utile dans la 
théorie des équations, comme yous l’avez déja yu, en rendant sensibles 
plusieurs résultats importants de cette théorie. 

Si l’on suppose que, y” étant le terme de l’équation d’une courbe, 
dans lequel y est élevé & sa plus haute puissance, Ja partie indépen- 
dante de y soit une fonction rationnelle et enti¢re de x qui, décom- 
posée en facteurs, soit de la forme 


k(x@—a)(x—b)(x—c)...;3 


alors le produit de toutes les ordonnées y, relatives ila méme abscisse a, 
sera, par la nature des équations, égal a 


+ k(xa—a)(x—b)(x—C).... 


a, b,c, ... sont les abscisses des points ot la courbe coupe l’axe des 
abscisses; or, ces abscisses étant supposées toutes réelles, ainsi que 
toutes les ordonnées, x —a, x — 0b, ... seront les distances de ces 
ordonnées aux points ot la courbe rencontre l’axe des x; d’oti résulte 
ce théoréme général : 
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Le produit de toutes les ordonnées relatives a la méme abscisse est, au 
produit des distances de l'extrémité de U abscisse aux points ow la courbe 


rencontre | axe des abscisses, en raison constante. 


Il yous sera facile d’appliquer les résultats précédents aux lignes du 


deuxiéme ordre dont l’équation générale est 
o=a+ba+cey+fat+hey+ ly*. 


En placant cette équation sur le parallélogramme de Newton, la di- 
rectrice, dans sa position la plus élevyée, rencontrera les trois termes 


fxesthay + ly; 


’ . , zw ’ ° oat 
en égalant leur somme a zéro, on aura y par une équation du deuxiéme 


degré. Siles deux racines de cette équation sont imaginaires, la courbe 
n’aura point de branches infinies, et elle sera inscrite dans un espace 
limité; si les deux racines sont égales, la courbe aura deux branches 
infinies; elle aura quatre branches infinies si les deux racines sont 
reelles et inégales. Dans le premier cas, la courbe se nomme ellipse, et 
son équation peut étre ramenée, par une transformation conyenable de 


ses coordonnées, a cette forme 


we Baa, 


wet ¢étant les deux nouvelles coordonnées. Dans le deuxiéme cas, la 
courbe se nomme parabole, et son équation peut étre ramenée a cette 


forme 
wic= kés 


enfin, dans le troisiéme cas, la courbe se nomme hyperbole, et son 
equation peut étre ramenée & cette forme 


w— me k*, 


et méme a celle-ci 
uk= Fe 


Ces courbes ont été nommées sections coniques parce qu’elles sont 
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formées par la section de la surface du céne par un plan. C'est sous ce 
point de yue qu’elles ont été considérées par les anciens géométres qui 
ont découyert sur leur nature un grand nombre de beaux théorémes. 
Descartes qui, le premier, a eu l’idée heureuse d’appliquer l’Algébre a 
la Géométrie des courbes, a obseryé qu’elles formaient la classe entiére 
des courbes du deuxiéme ordre. Vous pourrez conclure aisément de 
Vanalyse précédente leurs propriétés les plus remarquables; ainsi, je 
n’insiste point sur cette matiére, qui d’ailieurs est exposée, avec beau- 
coup de détails, dans plusieurs Ouvrages élémentaires. Je yous engage 
seulement a la présenter dans l’enseignement, suivant cette analyse, 
conformément 4 ce que je yous al déja recommandeé, de préferer en 
tout les méthodes les plus générales. 

Une des plus singuliéres remarques que l’on ait faites sur les sections 
coniques est celle des deux points placés sur le grand axe auxquels on 
a donné le nom de foyers. Ils sont tels dans l’ellipse que la somme de 
leurs distances & un point quelconque de la courbe est toujours la 
méme. Un rayon lumineux, émané d’un des foyers, est réfléchi par la 
courbe a l'autre foyer. Dans hyperbole, la difference des distances 
des foyers & un point quelconque de la courbe est constante. Les foyers 
des sections coniques sont deyenus plus remarquables encore depuis 
que l’on a découyert que c’est dans des points semblables que résident 
les forces qui animent tous les corps du systéme du monde. 

Les bornes de cette lecon ne me permettent pas d’insister dayantage 
_sur la théorie des courbes. On trouyera tous les détails que l’on peut 
désirer a cet égard dans le second volume de l’/néroduction a l’analyse 
des infiniment petits, par Euler, et dans 'Ouvrage de Cramer Sur la 
theorie des courbes. Ces deux Ouyrages, quoique excellents chacun 
dans son genre, ne dispensent pas de lire les deux Ouvrages originaux 
qui leur ont donné naissSance et qui, soit par eux-mémes, soit par 
linfluence qu’ils ont eue sur les sciences mathématiques, méritent 
toute l’attention des géométres : je veux parler de la Géometrie de 
Descartes et du Traité de Newton intitulé Enumeration des lignes du 
trowiceme ordre. 


OkFuvres de L. — XIV. 17 
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Il sera facile, au moyen des méthodes précédentes, de déduire les 
diverses affections des courbes & double courbure de celle de leurs 
projections; mais, quelque intéressante que soit cette discussion, je ne 
puis m’y livrer ici, et je vais terminer cette lecon par l’application des 
mémes méthodes & la théorie des surfaces. 

On distingue les surfaces comme les lignes en différents ordres, 
suiyant le degré de leur équation; ainsi la surface du premier ordre 
est celle dont l’équation, entre les trois coordonnées @, y, 5, est du 
premier degré, et il est visible qu'elle est plane. 

Les surfaces les plus simples, qui servent d’asymptotes a une surface 
donnée, dans le cas de x, ou dey, ou de s infinis, se déterminent de la 
méme maniére que les courbes les plus simples qui servent d’asym- 
ptotes & une courbe donnée. On a encore, par la méme analyse, les 
plans tangents des surfaces et leurs courbures. En effet, x, y, 5 étant 
les coordonnées d’un point quelconque de la surface, si l’on change, 
dans son équation, # dans w+ a’, y dans y+y ets dans s+ 3’, les 
termes indépendants de a’, y’, 3’ seront nuls séparément, et l’on aura, 
pour zs’, une équation de cette forme 


a= pa'+qy'+ra%+sz'y'+ty*+..., 


Ps 9.7, 5, t,... étant des fonctions connues de a, y et z. L’équation 
générale d'un plan quelconque est 


s=M+Ne2+Py. 


Si l’on change, dans cette équation, x, y, s dans ~a+a',y+y’ 
et s + 3’, on aura les deux équations 


En comparant cette expression de 3’ ayec les premiers termes de 
l’expression précédente de z’, on aura 
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on aura donc ainsi les yaleurs de M, N et P, en fonctions de z, y, , 
et, par conséquent, on aura la position d’un plan tangent, & un point 
quelconque de la surface, au moyen des coordonnées de ce point. 

Si l’on rapporte a ce plan les coordonnées de la surface, que nous 
supposerons ici perpendiculaires entre elles, et si nous fixons au point 
de tangence l’origine de ces coordonnées, en nommant 2”, y’ les coor- 
données dans le plan tangent, et 3” l’ordonnée qui lui est perpendicu- 
laire, expression de z” en série pourra étre mise sous la forme 


e=mo?+ny?+.... 


Car, par la nature du plan tangent, les termes multipliés par les 
premiéres puissances de a” et de y’ doivent disparaitre, et l’on peut 
choisir la position de l’axe des x” de maniére que le terme ay” dispa- 
raisse; m,n, ... sont des fonctions connues des coordonnées a, y, 5 
du point de tangence. Si, par ce point, on imagine un plan quelconque 
perpendiculaire a la surface, la courbe formée par la section de ce plan 
aura pour coordonnées 3” et yx”? + y”; si l'on nomme R le rayon 
osculateur de cette section, on aura, par la nature du cercle, 


"ea Auld 
NT el Oe ks 


nes “1 total ate 


Soit A l’angle que forme le plan coupant avec l’axe des x’, on aura 
te ane AS 


les expressions de 5”, relatives 4 la section et au cercle osculateur, 


deviendront 
__ mcos?A + nsin?A 


12 
~ Fyfe s 
cos?A < 


La comparaison de ces expressions donne 


I 
~ meos?A-+nsin?A 


aR 
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systéme des poids et mesures est le résultat du travail de ses commis- 
saires, secondés par le zéle et les lumiéres de plusieurs membres de la 
Représentation nationale. 

L’identité du calcul décimal et de celui des nombres entiers ne laisse 
aucun doute sur les avantages de la division de toutes les espéces de 
mesures en parties décimales; il suffit, pour s’en conyaincre, de com- 
parer la difficulté des multiplications et des divisions complexes avec 
la facilité des mémes opérations sur les nombres entiers, facilité qui 
devient plus grande encore au moyen des logarithmes dont on peut 
rendre, ayec des instruments simples et peu cotiteux, l’usage extré- 
mement populaire. On ne balanca done point & adopter la division 
décimale et, pour mettre de l’uniformité dans le systéme entier des 
mesures, on résolut de les dériver toutes d’une méme mesure linéaire 
et de ses divisions décimales. La question fut ainsi réduite au choix 
dle cette mesure uniyerselle & laquelle on donna le nom de metre, Pour 
yous faire connaitre les motifs qui, dans ce choix, ont guidé les com- 
missaires de l’Académie, il convient de rappeler en peu de mots les 
principaux résultats que l’on a trouyés sur la figure de la Terre et sur 
la variation de la pesanteur a sa surface. 

Du moment ou l’homme eut reconnu la sphéricité du globe qu'il 
habite, sa curiosité dut le porter & en mesurer les dimensions; il est 
done yraisemblable que ses premiéres tentatives sur cet objet remontent 
a des temps bien antérieurs & ceux dont l’Histoire nous a conservé le 
souvenir, et qu’elles ont été perdues dans les révolutions physiques et 
morales que la Terre a éprouyées. Les rapports que plusieurs mesures 
de la plus haute antiquité ont entre elles, et avec la longueur de la cir- 
conference terrestre, yiennent a l’appui de cette conjecture et semblent 
indiquer non seulement que, dans les temps fort anciens, cette mesure 
a ete exactement connue, mais qu'elle a servi de base & un systéme 
complet de mesures dont on retrouve des vestiges en Egypte et dans 
l’Asie. Quoi qu’il en soit, la premiére mesure précise de la Terre, dont 
nous ayons une connaissance certaine, est celle que Picard exécuta en 
France, vers la fin du dernier siécle, et qui, depuis, a été plusieurs 
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fois vérifiée. Cette opération est facile & concevoir. En s’ayancant vers 
le Nord, on yoit le péle s’élever de plus en plus; la hauteur méridienne 
des étoiles situées au Nord augmente, et celle des étoiles situées au 
Midi diminue, quelques-unes méme deviennent inyisibles. La notion 
de la courbure de la Terre est due, sans doute, & l’observation de ces 
phénoménes qui ne pouvaient pas manquer de fixer l’attention des 
hommes dans les premiers ages des sociétés, ot l’on ne distinguait 
les saisons et leurs retours que par le lever et le coucher des princi- 
pales étoiles comparés & ceux du Soleil. L’élévation ou la dépression 
des étoiles fait connaitre l’angle que les yerticales éleyées aux extré- 
mités de l’arc parcouru sur la Terre font au point de leurs concours; 
car cet angle est évidemment égal a la difference des hauteurs méri- 
diennes d’une méme étoile moins l’angle sous lequel on verrait du 
centre de l’étoile l’espace parcouru, et l’on s’est assuré que ce dernier 
angle est insensible. I] ne s’agit plus ensuite que de mesurer cet 
espace; il serait long et pénible d’appliquer nos mesures sur une 
aussi grande étendue; il est beaucoup plus simple d’en lier, par une 
suite de triangles, les extrémités a celles d’une base de 5000 ou 
6ooo toises, et, vu la précision avec laquelle on peut déterminer les 
angles de ces triangles, on a trés exactement sa longueur. On a trouvé 
de cette maniére qu’en France l’arc du méridien terrestre correspon- 
dant a la centiéme partie de l’angle droit, et coupé dans son milieu 
par le paralléle moyen entre le pdle et l’équateur, est de 51 324', 3. 

De toutes les figures rentrantes, la figure sphérique est la plus 
simple, puisqu’elle ne dépend que d’un seul élément, la grandeur de 
son rayon. Le penchant naturel a l’esprit humain de supposer aux 
objets la forme qu'il concoit le plus aisément le porta done & donner 
une forme sphérique a la Terre. Mais la simplicité de la nature ne 
doit pas toujours se mesurer sur celle de nos conceptions. Infiniment 
variée dans ses effets, la nature n’est simple que dans ses causes, et 
son économie consiste 4 produire un grand nombre de phénoménes 
au moyen d’un petit nombre de lois générales. La figure de la Terre 
est un résultat de ces lois qui, modifi¢es par mille circonstances, 
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Si l'on nomme ret 7’ les rayons osculateurs qui répondent aux deux 
sections faites par le plan coupant lorsqu’il passe par l’axe des a” et 
lorsqu’il passe par l’axe des y”, on aura 
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d’ou il est facile de conclure que le plus grand et le plus petit rayon de 
courbure répondent aux deux sections que nous yenons de considérer, 
et qui sont perpendiculaires l'une a l’autre. Les rayons osculateurs des 
autres sections ne dépendent que de ceux-ci et de langle qu’elles 
forment avec les précédentes. 

Nous ayons yu que l’intersection de deux surfaces courbes formait 
une courbe; l’ordre des projections de cette courbe ne peut pas sur- 
passer le produit des degrés des équations des deux surfaces. Si Pune 
(elles est un plan, l’équation de la courbe sera du méme degré que 
celle de la surface; ainsi toute surface du deuxiéme ordre, coupée par 
un plan, forme une section conique. Trois surfaces ne peuvent pas se 
rencontrer dans un nombre de points plus grand que le produit des 


degrés de leurs équations. 
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NEUVIEME SEANCE. 


SUR LE NOUVEAU SYSTEME DES POIDS ET MESURES. 


Vinterromps aujourd’hui l’ordre des lecons de Mathématiques pour 
vous entretenir du systéme des poids et mesures qui vient d’étre défi- 
nitivement décrété par la Convention nationale. L’un des plus utiles 
objets qui yous occuperont, aprés étre retournés dans vos départe- 
ments, sera de faire connaitre 4 vos concitoyens, et spécialement aux 
instituteurs des écoles primaires, ce bienfait des sciences et de la réyo- 
lution. Je vais donc l’exposer ici avec le détail dt a son importance. 

On ne peut pas voir le nombre prodigieux de mesures en usage, non 
seulement chez les différents peuples mais dans la méme nation; leurs 
divisions bizarres et incommodes pour les calculs, la difficulté de les 
connaitre et de les comparer; enfin, les embarras et les fraudes qui en 
résultent dans le commerce, sans regarder comme l’un des plus grands 
services que les sciences et les gouvernements puissent rendre a l’hu- 
manité, l’adoption d’un syst¢me de mesures dont les dimensions uni- 
formes se prétent le plus facilement au calcul, et qui dérive, de la 
maniére la moins arbitraire, d’une mesure fondamentale indiquée par 
la nature elle-méme. Un peuple qui se donnerait un semblable syst?me 
de mesures réunirait, a l’ayantage d’en recueillir les premiers fruits, 
celui de voir son exemple suivi par les autres peuples dont il devien- 
drait ainsi le bienfaiteur; car l’empire lent, mais irrésistible, de la 
raison l’emporte 4 la longue sur les jalousies nationales et sur tous 
les obstacles qui s’opposent au bien d’une utilité généralement sentic. 
Tels furent les motifs qui déterminérent l’Assemblée constituante A 
charger de cet important objet Académie des Sciences. Le nouveau 
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peuyent l’écarter sensiblement de la sphere et la rendre fort compli- 
quée. De petites variations observées dans la grandeur des degrés du 
méridien en France indiquaient ces écarts; mais les erreurs inéyitables 
des observations laissaient des doutes sur cet intéressant phénoméne, 
et Académie des Sciences, dans le sein de laquelle cette grande ques- 
tion fut yivement agitée, jugea avec raison que la différence des degrés 
terrestres, si elle était réelle, se manifesterait principalement dans la 
comparaison des degrés mesurés 2 l’équateur et vers les poles. Elle 
envoya des académiciens & l’équateur méme; et ils y trouvérent le 
degré décimal du méridien, égal & 51077',7, plus petit de 246',6 que 
le degré correspondant au paralléle moyen. D’autres académiciens se 
transportérent au Nord, &73°,7 environ de latitude, et le degré décimal 
du méridien y fut observé de 51664',5, plus grand de 586',8 qu’a 
l’équateur. Ainsi l’accroissement des degrés des méridiens de l’équa- 
teur aux poles fut incontestablement prouvé par ces mesures; et il fut 
reconnu que la Terre n’est pas exactement sphérique. 

Ces yoyages fameux des académiciens francais ayant dirigé vers cet 
objet attention des observateurs, de nouveaux degrés des méridiens 
furent mesurés en Italie, en Allemagne, en Afrique et en Pensylvanie; 
toutes ces mesures concourent & donner a la Terre une figure aplatie 
aux poles. 

L’ellipse étant, aprés le cercle, la plus simple des courbes rentrantes, 
on regarda la Terre comme un solide formé par la révolution d’une 
ellipse autour de son petit axe. Son aplatissement dans le sens des 
poles est nécessairement indiqué par l’accroissement observé des 
degrés des méridiens des poles 4 ’équateur. Les rayons de ces degrés 
étant sur le prolongement des lignes yerticales ou dans la direction de 
la pesanteur, ils sont, par la loi de l’équilibre des fluides, perpendicu- 
laires 4 la surface des mers dont la Terre est en grande partie recou- 
verte. Ils n’aboutissent pas, comme dans la sphére, au centre de 
l’ellipsoide; ils n’ont ni la méme direction ni la méme grandeur que 
les rayons menés de ce centre a la surface, et qui la coupent obli- 
quement partout ailleurs qu’a l’équateur et aux poles. La rencontre de 
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deux verticales voisines, situées sous le méme méridien, est le centre 
du petit are terrestre qu’elles comprennent entre elles; si cet arc était 
une droite, ces verticales seraient paralleles ou ne se rencontreraient 
qu’a une distance infinie; mais, & mesure qu’on le courbe, elles se 
rencontrent a une distance d’autant moindre gue sa courbure deyient 
plus grande; ainsi l’extrémité du petit axe étant le point ot l’ellipse 
approche le plus de se confondre avec une ligne droite, le rayon du 
degré du pole, et par conséquent ce degré lui-méme, est le plus consi- 
dérable de tous. C’est le contraire al’extrémité du grand axe de l’ellipse, 
a ’équateur ot, la courbure étant la plus grande, le degré dans le sens 
du méridien est le plus petit. En allant du second au premier de ces 
extrémes, les degrés vont en augmentant et, sil’ellipse est peu aplatie, 
leur accroissement est & trés peu pres proportionnel au carré du sinus 
de la latitude. 

Ces résultats sont autant de yérités incontestables généralement 
admises par les géométres. On peut méme démontrer qu’en suppo- 
sant a la Terre une figure de révyolution sur laquelle les degrés des 
méridiens vont en augmentant de l’équateur aux poles, l’axe qui la 
traverse dans le sens des poles est moindre que le diamétre de l’équa- 
teur. L’importance de l’objet m’engage a yous donner cette démonstra- 
tion fort simple. 

Vous avez vu, dans la lecon précédente, que les points de concours 
de toutes les perpendiculaires & une courbe forment sa déyeloppée. 
Représentez-vous donc le rayon osculateur du méridien au pole boréal, 
et la suite de tous les rayons osculateurs depuis ce pole jusqu’a l’équa- 
teur, rayons qui, par la supposition, vont en diminuant sans cesse; la 
développée sera évidemment tangente a l’axe du pole; ensuite, elle 
s’écartera de cet axe, en tournant vers lui sa conyexité et en s’éleyant 
vers le pole, jusqu’a ce qu’enfin le rayon osculateur prenne une direc- 
tion perpendiculaire a la premiére; alors, il sera sur le diamétre méme 
de l’équateur. Considérons comme le centre de la Terre l’intersection 
de ce diamétre et de l’axe du pole; il est visible que la somme des 


deux tangentes a la développée du méridien, menées de ce centre, la 
Ofuvres de L. — XIV. 18 
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premiére suivant l’'axe du péle, et la seconde suivant le diamétre de 
l"équateur, sera plus grande que I’are de la développée qu’elles com- 
prennent entre elles; or le rayon, mené du centre de la Terre au pole 
boréal, est égal au rayon osculateur du méridien a ce pole, moins la 
premiére tangente; le demi-diamétre de l’équateur est égal au rayon 
osculateur du méridien A l’équateur, plus la seconde tangente; l’exceés 
du demi-diamétre de l'équateur, sur le rayon terrestre du pole, est 
done égal & la somme de ces tangentes, moins l’excés du rayon oscu- 
lateur du pole sur celui de l’équateur; ce dernier exces est l’arc méme 
de la développée, are qui est moindre que la somme des tangentes 
extrémes; done l’excés du demi-diamétre de l’équateur sur le rayon 
mené du centre de la Terre au pole boréal est positif. On prouvera de 
méme que l’exeés du demi-diamétre de |’équateur sur le rayon mené 
du centre de la Terre au pole austral est positif; l’axe entier des poles 
est done moindre que le diamétre de l’équateur ou, ce qui revient au 
méme, la Terre est aplatie dans le sens de ses poles. 

En considérant chaque partie du méridien comme un arc trés petit 
de sa circonférence osculatrice, il est facile de voir que le rayon, mené 
du centre de la Terre 4 l’extrémité de l’are la plus yoisine du pole, est 
plus petit que le rayon mene du méme centre a l’autre extrémité; d’ot 
il suit que les rayons terrestres vont en croissant des poles a l’équateur 
si, comme toutes les observations l’indiquent, les degrés du méridien 
augmentent de l’équateur aux poles; et il est visible que ces démon- 
strations ont encore lieu dans le cas ot les deux hémispheéres boréal et 
austral ne seraient pas égaux et semblables. 

La difference des rayons osculateurs au pole et a l’équateur est égale 
a la difference des rayons terrestres correspondants, plus a l’excés du 
double de la developpée sur la somme des deux tangentes extrémes, 
excés qui est évyidemment positif. Ainsi, les degrés des méridiens 
croissent de l’équateur aux poles dans un plus grand rapport que celui 
de la diminution des rayons terrestres. 

La mesure de deux degrés, dans le sens du méridien, suflit pour 
déterminer les deux axes de l’ellipse génératrice de la Terre, et par 
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conséquent sa figure, en la supposant elliptique. Si cette hypothése est 
celle de la nature, on doit trouver le méme rapport entre ces axes en 
comparant deux 4 deux les degrés mesurés; mais leur comparaison 
donne a cet égard des différences qu’il est difficile d’attribuer aux 
seules erreurs des observations, et qui semblent indiquer a la Terre 
une figure beaucoup plus composée qu’on ne I’ayait cru d’abord; ce 
qui ne paraitra point extraordinaire si l’on fait attention aux irrégula- 
rités de sa surface et a l’inégale densité de ses différentes couches et 
des eaux de la mer. 

Un phénoméne trés remarquable, dont nous deyons la connaissance 
aux voyages astronomiques, est la variation de la pesanteur a la surface 
de la Terre. Cette force singuliére anime, dans le méme lieu, tous les 
corps proportionnellement a leurs masses, et tend a leur imprimer dans 
le méme temps des yitesses égales. Il est impossible, au moyen d’une 
balance, de reconnaitre ces variations, puisau’elles affectent également 
le corps que l’on pése et le poids auquel on le compare. Mais les obser- 
vations du pendule sont propres a les faire découvrir; car il est clair 
que ses oscillations doivent étre plus lentes dans les lieux out la pesan- 
teur est moindre. Vous connaissez cet instrument, dont l’application 
aux horloges, en fournissant une mesure du temps trés précise, a été 
l'une des causes principales des progrés de |’Astronomie moderne. II 
consiste dans un corps suspendu a |’extrémité d’un fil ou d’une verge 
mobile autour du point fixe placé a l'autre extrémité; on écarte un peu 
instrument de sa situation verticale, et on l’abandonne a l’action de la 
pesanteur; il fait de petites oscillations qui sont a trés peu prés de la 
méme durée, malgré la différence des arcs décrits. Cette durée dépend 
de la grandeur et de la figure du corps suspendu, et de la masse de la 
verge; mais les géométres ont trouvé des régles générales pour déter- 
miner, par l’obseryation des oscillations d’un pendule composé, de 
figure quelconque, la longueur d’un pendule dont les oscillations 
auraient une durée connue, et dans lequel la masse de la verge serait 
supposée nulle relativement a celle du corps considéré comme un point 
infiniment dense. C’est a ce pendule idéal, nommé pendule simple, que 
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l’on a rapporté toutes les expériences du pendule faites dans les divers 
lieux de la Terre. 

Richer, enyoyé, en 1762, & Cayenne par l’Académie des Sciences 
pour y faire des observations astronomiques, trouya que son horloge, 
réglée & Paris sur le temps moyen, retardait, d’une quantité sensible, a 
l'équateur; il fut obligé d’en raccourcir le pendule de plus d’une ligne 
pour corriger ce retard. Cette observation donna la premiére idée de la 
diminution de la pesanteur 4 l’équateur, diminution qu il était cepen- 
dant facile de préyoir d’aprés le mouvement déja reconnu de la rotation 
de la Terre. Mais l’esprit humain, si actif dans la formation des sys- 
témes, a presque toujours attendu que l’obseryation et l’expérience 
aient fait connaitre d’importantes yérités, qu’un raisonnement fort 
simple eit pu faire découyrir; c’est ainsi que la découverte des téles- 
copes a suiyi de prés de trois stécles celle des yerres lenticulaires, 
et n'a été due qu’au hasard; e’est encore ainsi que l’aberration des 
étoiles, résultat fort simple du mouvement progressif de la lumiére, a 
échappé aux sayants célébres du commencement de ce siécle et n’a 
été reconnue que par l’obseryation cinquante ans aprés la découverte 
de ce mouvement. 

L’expérience du pendule a été faite ayee beaucoup de soin, dans un 
grand nombre d’endroits, en tenant compte de la température et de la 
résistance de l’air. Il en résulte que la pesanteur augmente de l’équa- 
teur aux poles, et que son accroissement qui, sous le pole méme, est 
égal & cinquante-cing dix-milliémes de la pesanteur totale, suit & peu 
pres la loi du carré du sinus de latitude. Une nouvelle mesure de la 
longueur du pendule & secondes, que Borda vient de faire a l’Observa- 
toire national, avee une précision remarquable, lui a donné 3 pieds 
8 lignes 56 centiémes pour cette longueur réduite au vide, et rapportée 
a la toise de fer quia servi 4 la mesure de la Terre a l’équateur, la tem- 
perature de cette toise étant 13 degrés du thermométre de Réaumur. 

Je reyiens présentement au choix du métre. La longueur du pendule 
et celle du méridien sont les deux moyens principaux qu’offre la nature 
pour fixer l'unité des mesures linéaires. Indépendants l’un et l’autre 
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des réyolutions morales, ils ne peuvent éprouyer d’altération sensible 
que par de trés grands changements dans la constitution physique de 
la Terre. Le premier moyen, d’un usage facile, a l’inconyénient de faire 
dépendre la mesure de la distance de deux éléments qui lui sont hété- 
rogénes, la pesanteur et le temps, dont la division est d’ailleurs arbi- 
traire. On se détermina donc pour le second moyen, qui parait avoir 
été employé dans la plus haute antiquité, tant il est naturel 4 "homme 
de rapporter les mesures itinéraires aux dimensions mémes du globe 
quwil habite; en sorte qu’en se transportant sur ce globe il connaisse, 
par la seule denomination de l’espace parcouru, le rapport de cet espace 
au circuit entier de la Terre. On trouve encore & cela l’avantage de faire 
correspondre les mesures nautiques avec les mesures célestes. Souvent 
le nayigateur a besoin de déterminer, l’un par l’autre, le chemin qu il 
a décrit et l’are céleste compris entre les zéniths du lieu de son départ 
et de celui ot il est arrivé. Il est donc intéressant que l'une de ces 
mesures soit l’expression de l’autre, a la difference pres de leurs 
unités; mais, pour cela, l’unité fondamentale des mesures linéaires 
doit étre une partie aliquote du méridien terrestre qui corresponde a 
lune des divisions de la circonférence; ainsi, le choix du métre fut 
réduit & celui de l’unité des angles. 

L’angle droit est la limite des inclinaisons d’une ligne sur un plan 
et de la hauteur des objets sur horizon; d’ailleurs, c’est dans le pre- 
mier quart de la circonférence que se forment les sinus, et générale- 
ment toutes les lignes que la Trigonométrie emploie, et dont les 
rapports avec le rayon ont été réduits en tables; il était donc naturel 
de prendre l’angle droit pour l’unité des angles, et le quart de la cir- 
conférence pour l’unité de leur mesure. On Je diyisa en parties déci- 
males et, pour avoir des mesures correspondantes sur la Terre, on 
divisa, dans les mémes parties, le quart du méridien terrestre, ce qui 
a été fait dans des temps fort anciens; car la mesure de la Terre, citée 
par Aristote, et dont l’origine est inconnue, donne 100000 stades au 
quart du méridien. Il ne s’agissait plus que d’avoir exactement sa lon- 
gueur. Ici se présentaient plusieurs questions que l’ignorance ott nous 
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sommes de la yraie figure de la Terre ne nous permet pas de résoudre. 
La Terre est-elle un sphéroide de réyolution? Ses deux hémisphéres 
sont-ils égaux et semblables de chaque coté de l’équateur? Quel est le 
rapport d'un are du méridien mesuré a une latitude donnée au méridien 
entier? Dans les hypothéses les plus naturelles sur la constitution du 
sphéroide terrestre, la différence des méridiens est insensible, et le 
degré décimal, coupé dans son milieu par le paralléle moyen entre le 
pole boréal et l’équateur, est la centiéme partie-du quart du méridien. 
L’erreur de ces hypotheses, si elle existe, ne peut influer que sur les 
distances géographiques oi elle n’est d’aucune importance. On pouvaitl 
done conclure la grandeur du quart du méridien de celle de l’are qui 
traverse la France, depuis Dunkerque jusqu’aux Pyrénées, et qui a été 
mesuré ayee soin en 1740 par les Académiciens francais. Mais une 
nouvelle mesure d’un are plus grand, faite avec des moyens encore 
plus précis, devant inspirer en fayeur du nouveau systéme de mesures 
un intérét propre a le répandre, on résolut de mesurer l’arc du méri- 
dien terrestre, compris entre Dunkerque et Barcelone; et cependant, 
pour que la nation francaise put jour promptement des avantages de 
ce nouyeau syst0me, on se servit provisoirement des mesures exé- 
cutées et, aprés en ayoir conclu la longueur du quart du méridien, on 
prit la dix-millioniéme partie de cette longueur pour le metre ou l’unité 
des mesures linéaires. La décimale au-dessus ett été trop grande; la 
décimale au-dessous, trop petite, et le métre, dont la longueur est de 
3 pieds 11 pouces 44 centiémes, remplace avec ayantage la toise et 
l’‘aune, deux de nos mesures les plus usuelles. 

Delambre s’est déja ayancé, depuis Dunkerque jusqu’a Orléans, en 
formant une chaine de triangles qu’il doit joindre a celle que Méchain, 
parti de Barcelone, forme de son cété en s’avancant au Nord; et il y a 
tout lieu de croire que la mesure de l’are du méridien, compris entre 
Dunkerque et Barcelone, sera terminée dans le cours de la campagne 
prochaine. Les commissaires nommés par l’Académie des Sciences 
sont de nouveau réunis pour suiyre avec activité cette grande opéra- 
tion, trop longtemps suspendue; mais nous avons la douleur de ne 
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point revoir parmi nous l’infortuné Lavoisier, que la plus sanglante 
tyrannie a fait périr au milieu d’une carriére illustrée par d’impor- 
tantes découvertes, et par la révolution heureuse qu’il a opérée dans la 
Philosophie chimique. 

Pour conserver la longueur du métre, la Convention a décrété qu’un 
étalon exécuté en platine, d’aprés les expériences et les observations 
des commissaires chargés de sa détermination, serait déposé prés du 
Corps législatif. Cette longueur sera d’ailleurs liée d’une maniére si 
précise a celle du pendule a secondes, qu’il sera facile de la retrouver 
dans tous les temps, sans étre obligé de recourir 4 la mesure du grand 
arc qui l’aura donnée. Deux monuments durables, élevés sur la base 
qui doit étre mesurée pres de Melun, et séparés par un intervalle exact 
de 10000", offriraient un nouveau moyen pour retrouver la longueur 
de la mesure universelle si, par la suite des siécles, elle vient as’altérer. 

Toutes les mesures dérivent du métre de la maniére la plus simple; 
les mesures linéaires en sont des multiples et des sous-multiples dé- 
cimaux. 

L’unité des mesures superficielles pour le terrain est un carré dont 
le coté est de 10”; elle se nomme are. 

On a nommé stere une mesure égale au métre cube et destinée par- 
ticulierement au bois de chauffage. 

L’unité des mesures de capacité est le cube de la dixiéme partie du 
métre; on lui a donné le nom de ire. 

L’unité de poids, que l’on a nommée gramme, est le poids absolu du 
cube de la centiéme partie du métre, en eau distillée, et considérée a 
la température de Ja glace fondante. On a préféré eau comme étant 
l'une des substances les plus homogénes, et celle que |’on peut réduire 
le plus facilement a l'état de pureté; on l’a rapportée a la température 
de la glace fondante comme au degré de température le plus fixe et le 
plus indépendant des modifications de l’atmosphére. Le citoyen Hatiy 
vous a fait connaitre les précautions délicates qui ont été prises pour 
avoir, avec une grande précision, le poids d’un volume connu d’eau 
distillée. Cette expérience va étre répétée avec des moyens encore plus 
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précis; ainsi, quand la longueur du métre sera irrévocablement fixée, 
on aura trés exactement le rapport du gramme 2 la livre actuelle. 

Toutes les mesures étant comparées sans cesse a la livre monnaie, 
il était surtout important de la diviser en parties décimales; on lui a 
donné le nom de franc; sa dixiéme partie s’appelle décime, et sa cen- 
tiéme partie centime. La Convention nationale ayant décrété la fabri- 
cation de pieces de monnaie, multiples d’un centime, et d’un poids 
multiple du gramme, on aura des poids justes dans ces piéces, ce qui 
sera trés utile au commerce. 

Les unités de superficie, de capacité, de poids et de monnaie sont 
assez petites pour que l’on n’ait pas besoin de considérer, dans les 
calculs ordinaires, des fractions décimales au-dessous du centiéme, ce 
qui est un avantage; car l’esprit saisit plus aisément les multiples que 
les sous-multiples, dont l’idée se compose de divisions et de multipli- 
cations. 

I] me reste & yous parler de la nomenclature qui a été adoptée. Deux 
moyens se présentent pour dénommer les mesures : l’un consiste a 
exprimer leurs multiples et leurs aliquotes, par des mots différents, 
d'une seule syllabe; l'autre consiste & ne désigner, par un nom propre, 
que J’unité principale de chaque espéce de mesures, et & distinguer ses 
aliquotes et ses multiples par un systéme de mots qui se composent 
avec le nom de cette unité. On a préféré ce second moyen qui, en 
réduisant la nomenclature des poids et mesures au plus petit nombre 
de mots possible, a l’ayantage de soulager la mémoire et de simplifier 
la langue du commerce, celle de toutes les langues qui doit étre la plus 
facile et la plus claire. 

Pour désigner les multiples de l’unité principale, dix, cent, mille et 
dix mille fois plus grands, on la fait précéder des mots suivants tirés 
du grec : deca, hecto, kilo, myria. On exprime les sous-multiples en la 
faisant précéder des mots deci, centi, mill’, qui répondent a sa dixiéme, 
centiéme et milliéme partie. Au reste, je vous engage a lire le rapport 
intéressant du citoyen Prieur, sur cet objet, 4 la Convention nationale, 
et la Note instructive qu’il y a jointe. 
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Pour faciliter le calcul de l’or et de l’argent fin contenu dans les 
piéces de monnaie, les commissaires de ]’Académie ont proposé de les 
fabriquer avec un dixiéme d’alliage, et d’égaler leur poids & des mul- 
tiples décimaux du gramme. Enfin, l’uniformité du systéme entier des 
poids et mesures leur a paru exiger que le jour fat divisé en dix heures, 
Vheure en cent minutes, la minute en cent secondes, .... Cette division 
du jour, qui va devenir nécessaire aux astronomes, est moins utile 
dans la vie civile, oi l’on a peu d’occasions d’employer le temps comme 
multiplicateur ou comme diviseur. La difficulté de l’adapter aux hor- 
loges et aux montres et nos rapports commerciaux en horlogerie avec 
les étrangers ont fait suspendre indéfiniment son usage. On peut croire 
cependant qu’a la longue la division décimale du jour remplacera sa 
division actuelle, qui contraste trop avec les divisions des autres me- 
sures pour n’étre pas abandonnée. 

Tel est le nouveau systéme des poids et mesures que les savants ont 
offert & la Convention nationale qui s’est empressée de le sanctionner. 
Ce systeme, fondé sur la mesure des méridiens terrestres, convient 
également & tous les peuples, il n’a de rapport avec la France que par 
Vare du méridien qui la traverse; mais la position de cet arc, dont les 
extrémités aboutissent aux deux mers et qui est coupé par le paralléle 
moyen, est si avantageuse que les savants de toutes les nations, réunis 
pour fixer la mesure universelle, n’eussent pas fait un autre choix. Il 
est done permis d’espérer qu’un jour ce nouveau systéme sera généra- 
lement adopté. Incomparablement plus simple que l’ancien, dans ses 
divisions et dans sa nomenclature, il présentera beaucoup moins de 
difficultés & ’enfance. Vous en éprouverez & le faire entendre aux 
instituteurs, qu’une longue habitude a familiarisés avec les anciennes 
mesures; tl leur parait fort compliqué; car ’ homme est naturellement 
porté a rejeter sur la complication des choses la peine que ses préjugés 
et ses habitudes lui donnent 4 les concevoir; mais votre zéle éclairé 
surmontera ces obstacles. 


OEuvres de L. — XIV. 19 


146 LECONS DE MATHEMATIQUES 


DIXIEME SEANCE °. 


SUR LES PROBABILITES. 


Pour suivre le plan que j'ai tracé dans le programme du cours de 
Mathématiques, je deyrais vous entretenir encore des calculs différentiel 
et intégral aux différences, soit finies, soit infiniment petites; de la 
Mécanique, de l’Astronomie et de la théorie des probabilités. Le peu de 
durée de Ecole Normale ne me le permet point; mais je me propose d'y 
suppléer, relativement & la Mécanique et & l’Astronomie, par la publi- 
cation d’un Ouyrage qui aura pour titre Laposition du systeme du Monde, 
et dans lequel j'ai présenté, indépendamment de |’Analyse, la série des 
découvertes qui ont été faites, jusqu’a ce jour, sur le systéme du Monde. 
Je yous parlerai, dans cette derniére Lecon, de la théorie des probabi- 
lités, théorie intéressante par clle-méme et par ses nombreux rapports 
avec les objets les plus utiles de la société. 

Tous les événements, ceux méme qui, par leur petitesse, semblent ne 
pas tenir aux grandes lois de 'Uniyers, en sont une suite aussi néces- 
saire que les réyolutions du Soleil. Dans l’ignorance des liens qui les 
unissent au systéme entier de la nature, on les a fait dépendre des 
causes finales ou du hasard, suivant quils arrivaient et se succédaient 
avec régularité ou sans ordre apparent; mais ces causes imaginaires 
ont été successivement reculées ayec les bornes de nos connaissances, 
et disparaissent entiérement devant la saine philosophie, qui ne voit 
en elles que l’expression de l’ignorance ot nous sommes des yéritables 
causes. 


(1) Cette Legon est reproduite, avec des développements étendus, dans I'Introduction 
ala Théorie analytique des probabilités (OEuvres de Laplace, t. YI). 
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On sera convaincu de ce résultat important du progrés des lumiéres 
si l’on se rappelle qu’autrefois une pluie ou une sécheresse extréme, 
une cométe trainant aprés elle une queue fort étendue, les éclipses, les 
aurores boréales, et généralement tous les phénoménes extraordinaires 
étaient regardés comme autant de signes de la colére céleste. On inyo- 
quait le ciel pour détourner leur funeste influence; on ne le priait point 
de suspendre le cours des planétes et du Soleil : l’observation ett bientét 
fait sentir Pinutilité de ces priéres; mais, parce que ces phénoménes, 
arrivant et disparaissant & de longs intervalles et sans causes apparentes, 
semblaient contrarier l’ordre de la nature, on supposait que le ciel les 
faisait naitre et les modifiait 4 son gré pour punir les crimes de la Terre. 
Ainsi la longue queue de la cométe de 1456 répandit la terreur dans 
l'Europe déja consternée par les succes rapides des Turcs qui venaient 
de renverser le Bas-Empire; et le pape Callixte ordonna des priéres pu- 
bliques dans lesquelles on conjurait la cométe et les Tures. Cet astre, 
apres quatre de ses révolutions, a excité parmi nous un intérét bien 
différent. La connaissance des lois du systeme du Monde, acquise dans 
cet intervalle, avait dissipé les craintes enfantées par l’ignorance des 
vrais rapports de ’homme avec |’Univers; et Halley ayant reconnu 
Videntité de la comete avec celles des années 1531, 1607 et 1682, il 
annonea son prochain retour pour la fin de 1758 ou le commencement 
de 175g. Le monde savant attendit avec impatience ce retour qui deyait 
confirmer l’une des plus grandes découyertes que l’on ett faites dans 
les sciences, et accomplir la prédiction de Sénéque lorsqu’il a dit, en 
parlant de la révolution de ces astres qui descendent d’une énorme 
distance : « Le jour viendra que, par une étude suivie de plusieurs 
siécles, les choses actuellement cachées paraitront avec évidence, et la 
postérité s’étonnera que des yérités si claires nous aient échappé. » 
Clairaut entreprit alors de soumettre a l’analyse les perturbations que 
la cométe avait éprouvées par l’action des deux plus grosses planétes, 
Jupiter et Saturne. Aprés d’immenses calculs, il fixa son prochain 
passage au périhélie, vers le commencement d’avril 1759; ce que l’ob- 
servation ne tarda pas a verifier. La régularité que l’Astronomie nous 
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montre dans le mouvement des cométes a lieu, sans aucun doute, dans 
tous les phénoménes; la courbe décrite par le plus léger atome est 
réglée d'une maniére aussi certaine que les orbites planétaires; il n’y 
a de différence entre elles que celle qu’y met notre ignorance. 

La probabilité est relative en partie & cette ignorance, et en partie a 
nos connaissances. Nous sayons que sur trois ou un plus grand nombre 
d’évyénements un seul doit exister; mais rien ne porte & croire que l'un 
d’eux arrivera plutot que les autres; dans cet état d’indécision il nous 
est impossible de prononcer avec certitude sur leur existence. Il est 
cependant probable qu'un de ces événements, pris & volonté, n’exis- 
tera pas, parce que nous yoyons plusieurs cas également possibles qui 
excluent son existence, tandis qu’un seul la favorise. 

La théorie des hasards consiste & réduire tous les événements du 
méme genre & un certain nombre de cas également possibles, c’est- 
a-dire tels que nous soyons également indécis sur leur existence; et a 
déterminer le nombre des cas fayorables & l’événement dont on cherche 
la probabilité. Le rapport de ce nombre & celui de tous les cas possibles 
est la mesure de cette probabilité, qui n’est ainsi qu’une fraction dont 
le numérateur est le nombre des cas fayorables, et dont le dénomina- 
teur est le nombre de tous les cas possibles. 

La notion précédente de la probabilité suppose qu’en faisant croitre 
dans le méme rapport le nombre des cas favorables et celui des cas 
possibles, la probabilité reste la méme. Pour s’en conyaincre, que l’on 
considére deux urnes A et B, dont la premiére contienne quatre boules 
blanches et deux noires, et dont la seconde ne renferme que deux 
boules blanches et une noire. On peut imaginer les deux boules noires 
de la premiére urne attachées par un fil qui se rompt au moment ou! 
l’on saisit ’une d’elles, et les quatre boules blanches formant deux 
systémes semblables. Toutes les chances qui feront saisir l'une des 
boules du systtme noir améneront une boule noire. Si l’on concoit 
maintenant que les fils qui unissent les boules ne puissent se rompre, 
il est clair que le nombre des chances possibles ne changera pas, non 
plus que celui des chances fayorables a |’extraction des boules noires, 
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seulement on tirera de l’urne deux boules & la fois. La probabilité 
d’extraire une boule noire de l’urne sera donc la méme qu’auparavant; 
mais alors on a évidemment le cas de l’urne B, avec la seule différence 
que les trois boules de cette derniére urne sont remplacées par trois 
systémes de deux boules inyariablement unies. Ici les cas également 
possibles ne sont pas les extractions des boules; ce sont les chances 
qui les aménent et dont Ja somme, supposée la méme pour chaque 
urne, est répartie sur six boules dans la premiere et sur trois dans la 
seconde. La juste appréciation des cas également possibles est un des 
points les plus délicats de l’analyse des hasards. 

Quand tous les cas possibles sont favorables & un événement, sa 
probabilité se change en certitude, et son expression devient égale 
Punité. Sous ce rapport, la certitude et la probabilité sont compa- 
rables, quoiquwil y ait une différence essentielle entre les deux états 
de lesprit, lorsqu’une vérité lui est rigoureusement démontrée, ou 
lorsqu’il apercoit encore une petite source d’erreurs. 

Dans les choses qui ne sont que vraisemblables, la différence des 
données que chaque homme a sur elles est une des causes principales 
de la diversité des opinions que l’on voit régner sur le méme objet. 
Supposons, par exemple, que l’on ait trois urnes A, B, C, dont une ne 
contienne que des boules noires, tandis que les autres ne renferment 
que des boules blanches; on doit tirer une boule de l’urne C et l’on 
demande la probabilité que cette boule sera noire. Si l’on ignore quelle 
est celle des trois urnes qui ne renferme que des boules noires, en 
sorte que l’on n’ait aucune raison de croire qu’elle est plutot C que B 
ou A, ces trois hypotheses paraitront également possibles; et, comme 
une boule noire ne peut étre extraite que dans la premiére, la proba- 
bilité de l’extraire est égale & un tiers. Si l’on sait que l’urne A ne 
contient que des boules blanches, l’indécision ne porte plus alors que 
sur les urnes B et C, et la probabilité que la boule extraite de Purne C 
sera noire est un demi; enfin cette probabilité se change en certitude 
si l’on est assuré que les urnes A et B ne contiennent que des boules 
blanches. 
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C'est ainsi que le méme fait, récité deyant un nombreux auditoire, 
obtient divers degrés de croyance, suivant l’étendue des connaissances 
de ceux qui l’écoutent. Si l'homme qui le rapporte en parait intime- 
ment persuadé et si son état et ses vertus sont propres & inspirer une 
grande confiance, quelque extraordinaire que soit son récit, il aura, 
par rapport aux auditeurs dépouryus de lumiéres, le méme degré de 
yraisemblance qu'un fait ordinaire rapporté par le méme homme, et 
ils lui ajouteront une foi entiére. Cependant, si quelqu’un d’eux a eu 
occasion d’entendre des faits contraires affirmés par d’autres hommes 
également respectables, il sera dans le doute; et le fait sera jugé faux 
par les auditeurs éclairés qui le trouveront oppose, soit a des faits bien 
ayérés, soit aux lois immuables de la nature. Quelle indulgence ne 
deyons-nous done pas avoir pour les opinions différentes des notres, 
puisque cette différence ne dépend souvent que des points de vue 
divers out les cireonstances nous ont placés? Eclairons ceux que nous 
ne jugeons pas suffisamment instruits; mais, auparavant, examinons 
séyerement nos propres opinions, et pesons ayec impartialité leurs 
probabilités respectives. 

La diflerence des opinions dépend encore de la maniére dont chacun 
détermine influence des données qui lui sont connues. La théorie des 
probabilites est si difficile, elle tient & des considérations si délicates, 
qu'il n’est pas surprenant qu’avec les mémes données deux personnes 
trouvent des résultats différents, surtout dans les matiéres trop com- 
pliquéees pour étre soumises & un calcul rigoureux. L’esprit a ses 
illusions comme le sens de la yue; et, de méme que le toucher rectifie 
celles-ci, la réflexion et le calcul corrigent également les premiéres. 
La probabilite fondée sur une expérience journaliére, ou exagérée par 
la crainte ou l’espérance, nous frappe plus qu’une probabilité supé- 
rieure qui n’est qu'un simple résultat analytique; il serait done a 
deésirer que dans tous les cas on put assujettir les probabilités au 
calcul; mais le plus souvent la chose est impossible, et nous sommes 
forcés de nous en rapporter 4 des apercus quelquefois trompeurs. 
Alors, l’analogie, l’induction, une saine critique, un tact donné par la 
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nature et perfectionné par des comparaisons multipliées de ses indi- 
cations avec l’expérience, suppléent, autant que cela se peut, les appli- 
cations de ]’Analyse. . 

C’est par l’analogie que nous attribuons des effets semblables a la 
méme cause ou a des causes semblables, et réciproquement; ainsi 
nous jugeons que des étres pourvus des mémes organes, exécutant les 
mémes choses et communiquant ensemble, éprouvent les mémes sen- 
sations. C’est encore ainsi qu’en yoyant le Soleil faire éclore, par l’action 
bienfaisante de sa lumiére et de sa chaleur, les plantes et les animaux 
qui couyrent la Terre, nous jugeons qu'il produit des effets semblables 
sur les autres planetes; car il n’est pas naturel de penser que la ma- 
tiére dont nous obseryons la fécondité se développer en tant de facons 
est stérile sur une aussi grosse planete que Jupiter qui, comme le 
globe terrestre, a ses jours, ses nuits et ses années, et sur lequel les 
obseryations indiquent des changements qui supposent des forces trés 
actives. Mais ce serait donner trop d’extension a l’analogie que d’en 
conclure la similitude des habitants des planetes avec ceux de la Terre. 
L’homme fait pour la température dont il jouit & sa surface ne pourrait 
pas, selon toute apparence, vivre sur les autres planétes. Mais ne doit-il 
pas y avoir une infinite d’organisations relatives aux diverses tempéra- 
tures des globes de cet Univers? Si la seule différence des éléments et 
des climats met tant de variété dans les productions terrestres, combien 
plus doivent différer celles des diverses planétes et de leurs satellites? 
L’imagination la plus active ne peut s’en former aucune idée; mais 
leur existence est au moins fort yraisemblable. 

Vous avez vu que souvent les lois des expressions analytiques se 
manifestent dans leurs premiers termes, et que celles de la nature sont 
indiquées par un petit nombre d’obseryations; le propre du génie est 
de les déméler au milieu des circonstances dont elles sont enveloppées, 
et de les exposer dans un jour tel qu’il soit impossible de les mécon- 
naitre, Ce moyen d’y parvenir se nomme induction; pour en accroitre 
la probabilité, on forme de nouveaux termes, ou l’on fait de nouvelles 
observations, et, si les lois dont on a soupeonne I’existence continuent 
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d’y satisfaire, elles acquiérent un degré de vraisemblance qui finit par 
se confondre avec la certitude. 

Ce que l’on observe dans I’Analyse a également lieu dans la nature, 
dont les phénoménes ne sont, en effet, que les résultats mathématiques 
d’un petit nombre de lois invariables. Pour découvrir ces lois, il faut 
choisir ou faire naitre les phénoménes les plus propres a cet objet, les 
multiplier pour en varier les circonstances, et observer ce quils ont 
de commun entre eux. Ainsi l’on s’éléve & des rapports de plus en plus 
étendus, et l’on parvient enfin aux lois générales que l’on vérifie, soit 
par des preuves ou des expériences directes, lorsque cela est possible, 
soit en examinant si elles satisfont & tous les phénoménes connus. 

Telle est la méthode la plus sire qui puisse nous guider dans la 
recherche de la yérité. On lui doit les plus belles découyertes dans les 
sciences; mais son application la plus sublime et la plus étendue est 
celle que Newton en a faite au systéme du Monde, comme yous pouvez 
le yoir dans ’Ouyrage que je yous ai annoncé au commencement de 
cette Lecon. 

Ce systeme offre un exemple remarquable d’une probabilité bien 
supérieure & celle d’un grand nombre de faits historiques sur lesquels 
on ne se permet aucun doute, mais qui, n’étant point analogue aux 
probabilités dont nous faisons habituellement usage, n’est pas généra- 
lement sentie. L’obseryation nous montre les planétes et leurs satellites 
décrivant des orbes presque circulaires, et tournant sur eux-mémes 
dans le sens de la rotation du Soleil, et sur des plans peu inclinés & 
son équateur. Si l’on applique le calcul a ce phénoméne extraordinaire, 
on trouve qu'il y a des millions de milliards & parier contre un qu’il 
nest point di au hasard, et qu’il dépend d’une cause générale qui, 
primitivement, embrassa tous les corps du systeme planétaire, sans 
exercer d’influence sur les cométes obseryées, puisqu’elles se meuvent 
dans tous les sens et sous toutes les inclinaisons & l’équateur solaire. 
Cependant, leurs orbes étant fort excentriques, tandis que ceux des 
planétes sont presque circulaires, il est naturel de penser que la méme 
cause fit disparaitre, 4 l’origine, les orbes qui présentaient les nuances 
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intermédiaires entre une grande et une petite excentricité. La cause 
que j'ai assignée ailleurs 4 ces singuliers phénoménes me parait étre 
la seule qui puisse satisfaire 4 leur ensemble; mais, cette discussion 
étant étrangere ici, je me borne a renyoyer pour cet objet & mon Lapo- 
sition du systéme du Monde. 

Un des points les plus délicats de la théorie des probabilités, et celui 
qui préte le plus aux illusions, est la maniére dont les probabilités 
augmentent ou diminuent par leurs combinaisons mutuelles. Si les 
événements sont indépendants les uns des autres, la probabilité de 
existence de leur ensemble est le produit de leurs probabilités parti- 
euliéres. Ainsi la probabilité d’amener un as avec un seul dé étant un 
sixiéme, celle d’amener deux as en projetant deux dés a la fois est un 
trente-sixieme. En effet, chacune des faces de l’un pouvant se com- 
biner avec les six faces de l’autre, il y a trente-six cas possibles parmi 
lesquels un seul donne les deux as. Généralement, la probabilité qu'un 
éyénement simple dans les mémes circonstances arrivera de suite un 
nombre donné de fois est égale a la probabilité de l’événement simple 
éleyée & une puissance indiquée par ce nombre. Ainsi les puissances 
successives d’une fraction moindre que l’unité diminuant sans cesse, 
un éyénement qui dépend d’une suite de probabilités fort grandes peut 
devenir extrémement peu vraisemblable. Supposons qu'un fait nous 
soit transmis par vingt témoins, de maniére que le premier l’ait trans- 
mis au deuxieme, le deuxiéme au troisiéme, et ainsi de suite; suppo- 
sons encore que la probabilité de chaque témoignage soit égale 4 neuf 
dixiémes; celle du fait sera moindre qu’un huitiéme, c’est-a-dire qui 
y aura plus de sept & parier contre un qu’il est faux. On ne peut mieux 
comparer cette diminution de la probabilité qu’a extinction de la 
clarté des objets par l’interposition de plusieurs morceaux de verre, 
une épaisseur peu considérable suffisant pour dérober la yue d’un 
objet qu’un seul morceau laisse apercevoir d’une maniere distincte. 
Les historiens ne paraissent pas avoir fait assez d’attention a cette 
dégradation de la probabilité des faits lorsqu’ils sont yus 4 travers un 
grand nombre de générations successives; plusieurs éyénements histo- 
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riques, réputés comme certains, seraient au moins douteux si on les 
soumettait & cette analyse. 

Dans les sciences purement mathématiques, les conséquences les 
plus éloignées participent de la certitude du principe dont elles dé- 
rivent. Dans les applications de ]’Analyse & la Physique, les consé- 
quences ont toute la certitude des faits ou des expériences. Mais dans 
les sciences morales, ol chaque conséquence n’est déduite de ce qui 
la précéde que d'une maniére yraisemblable, quelque probables que 
soient ces déductions, la chance de l’erreur croit avec leur nombre et 
finit par surpasser la chance de la yérité dans les conséquences trés 
éloignées du principe. ° 

Quand la possibilité des événements simples est connue, la proba- 
bilité des éyénements composés peut étre déterminée par la théorie des 
combinaisons; mais la méthode la plus directe et la plus générale pour 
y parvenir consiste & observer la loi de la variation qu’elle éprouve 
par l’addition d’un ou de plusieurs événements simples, et & la faire 
dépendre d’une équation aux différences finies ordinaires ou partielles. 
L'intégrale de cette équation est l’expression analytique de la proba- 
bilité cherchée. La théorie des fonctions génératrices, que j'ai donnée 
autrefois dans les Mémoires de l’ Académie des Sciences, peut étre ici 
d'un grand usage ('). Cette théorie a pour objet les rapports des coef- 
ficients des puissances d’une yariable indéterminée, dans le dévelop- 
pement d’une fonction de cette variable, a la fonction elle-méme. De 
la simple considération de ces rapports découlent, avec une extréme 
facilité, intégration des équations aux differences ordinaires ou par- 
tielles, l'analogie des puissances et des différences, et généralement 
le transport des exposants des puissances aux caractéristiques qui 
expriment la maniére d’étre des variables. 

La théorie des fonctions génératrices s’étend aux différences infini- 
ment petites; car, sil’on déyeloppe tous les termes d’une équation aux - 
differences par rapport aux puissances de la difference supposée indé- 


(*) OEueres de Laplace, t. YI 4 XII. Ces divers Mémoires forment la premiére Partie 
de la Théorie analytique des probabilités, t. VII. 
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terminée, mais infiniment petite, et que l’on néglige les infiniment 
petits d’un ordre supérieur relativement’ ceux d’un ordre inférieur, on 
aura une équation aux differences infiniment petites, dont l’intégrale 
est celle de ’équation aux différences finies, dans laquelle on néglige 
pareillement les infiniment petits par rapport aux quantités finies. 

Les quantités qu’on néglige dans ces passages du fini a l’infiniment 
petit semblent dter au calcul infinitésimal la rigueur des résultats géo- 
métriques; mais pour la lui rendre il suffit d’envisager les quantités 
que l’on conserve dans le développement d’une équation aux différences 
finies et de son intégrale, par rapport aux puissances de la difference 
indéterminée, comme ayant toutes pour facteur la plus petite puissance 
dont on compare entre eux les coefficients. Cette comparaison étant 
rigoureuse, le calcul différentiel, qui n’est évidemment que cette com- 
paraison méme, a toute la rigueur des autres opérations algébriques. 
Mais la considération des infiniment petits de différents ordres, la faci- 
lité de les reconnaitre a priori par l’inspection seule des grandeurs, et 
omission des infiniment petits d’un ordre supérieur & celui que lon 
conserve, 2 mesure qu’ils se présentent, simplifient extrémement les 
calculs et sont l'un des principaux avantages de |’Analyse infinitési- 
male, qui d’ailleurs, en réalisant les infiniment petits et leur attri- 
buant de trés petites valeurs, donne, par une premiére approximation, 
les differences et les sommes des quantités. 

Le passage du fini 4 l’infiniment petit a l’ayantage d’éclairer plu- 
sieurs points de ]’Analyse infinitésimale qui ont été l’objet de grandes 
contestations parmi les géométres. C’est ainsi que, dans les Mémoures 
de lV’ Academie des Sciences pour l'année 1779 ('), j’ai fait voir que les 
fonctions arbitraires qu’introduit l’intégration des équations différen- 
tielles partielles pouvaient étre discontinues, et j'ai déterminé les 
conditions auxquelles cette discontinuité doit étre assujettie. Les 
résultats transcendants de l’Analyse sont, comme toutes les abstrac- 
tions de l’entendement, des signes généraux dont on ne peut déter- 
miner la véritable étendue qu’en remontant, par l’Analyse métaphy- 


(1) Okuvres de Laplace, t. X, p. 59. 
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sique, aux idées élémentaires qui y ont conduit, ce qui présente 
souvent de grandes difficultés; car l’esprit humain en éprouve moins 
encore ise porter en ayant qu’a se replier sur lui-méme. 

Il parait que Fermat, le yéritable inventeur du Calcul différentiel, a 
considéré ce calcul comme une dérivation de celui des differences 
finies, en négligeant les infiniment petits d’un ordre supérieur, par 
rapport & ceux d’un ordre inférieur; c’est, du moins, ce qu'il a fait 
dans sa méthode de Maaimis et dans celle des tangentes, qu'il a 
étendue aux courbes transcendantes. On voit encore par sa belle solu- 
tion du probléme de la réfraction de la lumiére, en supposant qu'elle 
parvient d’un point & un autre dans le temps le plus court et en 
conceyant qu’elle se meut, dans divers milieux diaphanes, avec diffé- 
rentes yitesses, on yoit, dis-je, qwil savait étendre son calcul aux 
fonctions irrationnelles, en se débarrassant des irrationnalités par 
léléyation des radicaux aux puissances. Newton a depuis rendu ce 
calcul plus analytique dans sa Méthode des fluxions, et il en a sim- 
plifié et généralisé les procédés par l’invention de son théoréme du 
binome; enfin, presque en méme temps, Leibnitz a enrichi le Calcul 
differentiel d’une notation trés heureuse et qui s’est adaptée d’elle- 
méme & l’extension que le Calcul différentiel a recue par la considé- 
ration des différentielles partielles. La langue de I’Analyse, la plus 
parfaite de toutes, étant par elle-méme un puissant instrument de 
découyertes, ses notations, lorsqu’elles sont nécessaires et heureuse- 
ment imaginées, sont les germes de nouyeaux calculs. Ainsi la simple 
idee qu’eut Descartes d’indiquer les puissances des quantités repré- 
sentées par des lettres, en écriyant vers le haut de ces lettres les 
nombres qui expriment le degré de ces puissances, a donné naissance 
au Calcul exponentiel; et Leibnitz a été conduit par sa notation 2 
l'analogie singuliére des puissances et des différences. Le calcul des 
fonctions génératrices, qui donne la véritable origine de cette ana- 
logie, offre tant d’exemples de ce transport des exposants des puis- 
sances aux caractéristiques, qu'il peut encore étre considéré comme 
le calcul exponentiel des caractéristiques. 
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Aprés cette courte digression que je me suis permise pour suppléer, 
a quelques égards, les lecons que je devais vous faire sur ]’Analyse 
infinitésimale, je reviens aux probabilités : lorsque les événements que 
on considére sont en trés grand nombre, les formules auxquelles on 
est conduit se composent d’une si grande multitude de termes et de 
facteurs que leur calcul numérique deyient impraticable. II est alors 
indispensable d’avoir une méthode qui transforme ces formules en 
séries convergentes. J’ai donné pour cet objet, dans les Mémoires de 
L’ Académie des Sciences ('), une méthode fondée sur la transformation 
des formules fonctions de trés grands nombres, en intégrales définies 
que l’on intégre par des séries tres convergentes; et il y a cela de 
remarquable, savoir, que la quantité sous le signe intégral est la fone- 
tion génératrice de la fonction exprimée par l’intégrale définie; en 
sorte que les théories des fonctions génératrices et des approximations 
des formules fonctions de trés grands nombres peuvent étre consi- 
dérées comme les deux branches d’un méme calcul que je désigne sous 
le nom de Calcul des fonctions géneratrices. 

Par son moyen on peut déterminer avec facilité les limites de la 
probabilité des résultats et des causes indiqués par les événements 
considérés en grand nombre, et les lois suivant lesquelles cette pro- 
babilité approche de ses limites & mesure que les éyénements se mul- 
tiplient. Cette recherche, la plus délicate de la théorie des hasards, 
mérite l’attention des géométres par l’analyse qu'elle exige, et celle des 
philosophes, en faisant voir comment la régularité finit par s’établir 
dans les choses mémes qui nous paraissent entiérement liyrées au 
hasard, et en nous dévoilant les causes cachées, mais constantes, dont 
cette régularité dépend. Mais je dois ici me borner a yous présenter les 
principes et les résultats généraux de la théorie des probabilités. 


Quand deux événements dépendent l’un de Vautre, la probabilité de 
l’événement composé est le produit de la probabilité du premier de ces évé- 
nements par la probabilité que, cet événement étant arrive, Vautre aura lieu. 


(1) OEuvres de Laplace, t. IX, X et XII. 
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Ainsi dans le cas précédent des trois urnes A, B, C, dont deux ne 
contiennent que des boules blanches et dont une ne renferme que des 
boules noires, la probabilité de tirer une boule blanche de lurne C 
est 2, puisque deux des trois urnes ne contiennent que des boules de 
cette couleur; mais, lorsqu’on a extrait une boule blanche de l'urne C, 
l'indécision relative & celle des urnes qui ne renferme que des boules 
noires ne portant plus que sur les urnes A et B, la probabilité d’ex- 
traire une boule blanche de l’urne B devient {; le produit de ; par 3 
ou 4 est done la probabilité d’extraire des urnes B et C deux boules 
blanches. 

On voit, par ce qui précéde, l’influence des évyénements passés sur 
la probabilité des événements futurs. Car la probabilité d’extraire une 
boule blanche de l'urne B, qui primitivement est 3, se réduit & } lors- 
qu’on a extrait une boule blanche de lurne C; elle se changerait en 
certitude si lon avait extrait une boule noire de la méme urne. On 
déterminera cette influence des événements passés au moyen du prin- 


cipe suivant : 


St l'on calcule a priori les probabilites de Vevénement arrivé et d’un 
evénement compose de celui-ci et d’un autre que l’on attend, la seconde 
probabilité divisée par la premiere sera la probabilité de lévenement 


attendu tirée de l’événement observe. 


Quand les possibilités des événements simples sont totalement in- 
connues, on détermine @ priori la probabilité d’un éyénement com- 
posé en donnant successivement a ces possibilités toutes les valeurs 
dont elles sont susceptibles, et en prenant une moyenne entre les 
probabilités relatives 4 chacune de ces yaleurs. On trouve ainsi, par 
exemple, qu’en faisant remonter a cing mille ans l’époque la plus 
ancienne de l'histoire, le Soleil s’étant levé constamment dans cet 
interyalle & chaque réyolution de yingt-quatre heures, il y a dix-huit 
cent vingt-six mille a parier contre un qu’il se lévera dans la révolution 
suivante. Mais ce nombre est incomparablement plus fort pour celui 
qui, connaissant par l’ensemble des phénoménes célestes le principe 
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régulateur des jours et des saisons, voit que rien ne peut, dans le 
moment actuel, en arréter le cours. 

Ici se présente la question agitée par quelques philosophes touchant 
l’influence du passé sur la probabilité de l’ayenir. 

Supposons qu’au jeu de crozx et pile on ait amené croix plus souvent 
que pile; par cela seul nous serons portés a croire que, dans la consti- 
tution de la piéce, il existe une cause constante qui le fayorise, les 
coups passés influent donc alors sur la probabilité des événements 
futurs. Ainsi, dans la conduite de la vie, le bonheur est souvent une 
preuve d’habileté qui doit faire employer de préférence les personnes 
heureuses. Mais si, par l’instabilité des circonstances, nous sommes 
ramenés sans cesse a |’état d’une indécision absolue sur ce qui doit 
arriver; si, par exemple, on change de piéce & chaque coup au jeu de 
croix et pile, le passé ne peut répandre aucune lumiére sur l’ayenir, et 
il serait absurde d’en tenir compte. On voit par la ce qu’il faut penser 
de ces veines de bonheur ou de malheur que les hommes imaginent 
pour expliquer la constance de quelques événements qui leur sont 
favorables ou contraires. Ils tombent méme a cet égard dans une con- 
tradiction évidente, puisque dans plusieurs cas, et spécialement dans 
les loteries, ils jugent qu’un éyénement qui depuis longtemps n’est pas 
arrivé en devient plus vraisemblable. Cette erreur fort commune me 
parait tenir 4 une illusion par laquelle on se reporte inyolontairement 
a lorigine des événements. Il est, par exemple, trés peu vraisemblable 
qu’au jeu de croix et pile on ameénera croix dix fois de suite; cette 
invraisemblance, qui nous frappe encore lorsqu’il est arrivé neuf fois, 
nous porte a croire qu’au dixiéme coup il n’arrivera pas. Mais, loin de 
nous faire juger ainsi, le passé, en paraissant indiquer dans la piéce 
plus de pente pour croix que pour pile, rend le premier de ces éyéne- 
ments plus probable que l’autre; il augmente conséquemment la pro- 
babilité de l’arrivée de croix au coup suivant. En étendant généralement 
cette remarque aux causes inconnues, mais constantes, qui favorisent 
les évyénements, on trouve ce résultat remarquable, savoir, qgu’elles 
accroissent toujours la probabilité des événements composes de la repetition 
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d’un méme événement simple sans accroitre cependant la probabilité de 
sa premiere arrivée, puisque l'on est censé ignorer d’abord les événements 
que ces causes favorisent. Ainsi, au jeu de croix et pile, linégalité 
inconnue qui, selon toute vraisemblance, existe entre les facilités des 
deux faces, n’augmente point la probabilité d’amener croix ou pile au 
premier coup; mais elle augmente la probabilité d’amener l'un ou 
l'autre deux fois de suite, probabilité qui serait + si les facilités des 
deux faces étaient parfaitement égales. 

Dans un grand nombre de eas, et ce sont les plus intéressants de 
l’analyse des hasards, les possibilités des évyénements simples sont 
inconnues, et nous sommes réduits & chercher dans les évyénements 
passés les indices qui peuyent nous guider dans nos conjectures sur 
les causes dont ils dépendent. Mais de quelle maniére ces éyénements 
nous déyoilent-ils, en se déyeloppant, leurs causes et leurs possibilités 
respectives? C’est un probléme dont la solution exige une analyse trés 
délicate. Cette analyse conduit au théoréme suivant : 


Lorsquun événement, composé de plusieurs événements simples, tel 
gu une partie de jeu, a été répété un grand nombre de fois, les possibilites 
des événements simples qui rendent ce que l’on a observé le plus probable 
sont celles que l’observation indique avec le plus de vraisemblance; a 
mesure que l’événement composé se repéle, celte vraisemblance augmente 
sans cesse et finit par se confondre avec la certitude, dans la supposition 


d'un nombre infini de repetitions. 


Il y a ici deux sortes d’approximations; l’une d’elles est relative aux 
limites prises de part et d’autre des possibilités qui donnent au passé 
le plus de yraisemblance; l’autre approximation se rapporte & la pro- 
babilité que ces possibilités tombent dans ces limites. La répétition de 
l‘éyénement composé accroit de plus en plus cette probabilité, les 
limites restant les mémes; elle resserre de plus en plus l’intervalle de 
ces limites, la probabilité restant la méme; dans l’infini cet intervalle 
devient nul, et la probabilité se change en certitude. La méme analyse 
conduit encore a cet autre théoréme : 


DONNEES A LECOLE NORMALE EN 1795. 161 


St Von multiplie indéfiniment les observations ou les experiences, leur 
résultat moyen converge vers un terme fixe, de maniére qu en prenant de 
part et d’autre de ce terme un intervalle aussi petit que l’on voudra, la 
probabilité que le résultat moyen tombera dans cet intervalle jinira par ne 
differer de la certitude que d’une quantité moindre que toute grandeur 
assignable. Ce terme est la vérité méme si les erreurs positives et négatives 
sont également faciles; et, géneralement, il est V'abscisse de la courbe de 
facilité des erreurs correspondant au centre de gravité de laire de cette 


courbe, l ‘origine des abscisses étant celle des erreurs. 


Ainsi, le résultat moyen d’un grand nombre d’observations futures 
sera le méme a trés peu prés que celui d’un grand nombre d’obserya- 
tions semblables déja faites. 

Les événements qui dépendent du hasard offrent dans leur ensemble 
une régularité qui parait tenir 4 un dessein, mais qui n’est au fond 
que le développement de leurs possibilités respectives. Le rapport des 
naissances annuelles des garcons & celles des filles, dans les grandes 
villes telles que Paris et Londres, en est un exemple. Ce rapport est 
trés peu variable; on a cru voir dans cette constance une preuve de la 
Providence qui gouverne Je monde; mais elle n’est qu’un résultat du 
premier des théorémes précédents, suivant lequel ce rapport doit tou- 
jours coincider & peu prés avec celui des facilités de naissance des 
deux sexes. On peut méme en conclure, comme loi générale, que les 
rapports des effets de la nature, tels que celui des naissances a la 
population, ou des mariages aux naissances, sont a fort peu prés 
constants quand ces effets sont considérés en tres grand nombre. 
Ainsi, malgré la grande variété des années, la somme des productions, 
pendant un nombre d’années considérable, est sensiblement la méme ; 
en sorte que l’homme peut, par une utile prévoyance, se mettre a l’abri 
de l’irrégularité des saisons en répandant également sur tous les temps 
les biens que la nature lui distribue d'une maniere inégale. Je n’excepte 
pas méme de la loi précédente les effets dus aux causes morales: 3 
Paris, le nombre des naissances annuelles, depuis un grand nombre 
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d’années, a peu différé de dix-neuf mille; et j’ai oui dire qu’a la poste, 
le nombre des lettres mises au rebut, par les défauts des adresses, était 
a peu pres le méme chaque année. 

Au milieu de l'inconstance des phénoménes qui semblent le plus 
dépendre du hasard, il existe done des rapports fixes vers lesquels ils 
tendent sans cesse, mais qu'ils ne peuvent atteindre que dans l’infini. 
La recherche de ces rapports et des lois suivant lesquelles les résultats 
des phénoménes s’en approchent est un des points les plus intéressants 
de la theorie des probabilités. 


Chacune des causes auxquelles un événement observe peut étre attribué 
est indiquée avec d’autant plus de vraisemblance qu'il est plus probable 
que, cette cause étant supposée exister, l'événement aura lieu; la proba- 
bilité de l’existence d’une quelconque de ces causes est donc une fraction 
dont le numerateur est la probabilité de l'événement résultant de cetle 
cause, et dont le dénominateur est la somme des probabilites semblables 


relatives a toutes les causes. 


C'est le principe fondamental de cette branche de l’Analyse des 
hasards, qui consiste 4 remonter des éyénements aux causes. 

Ce prineipe donne la raison pour laquelle on attribue les événements 
réguliers & une cause particuliére. Quelques philosophes ont cru que 
ces évyénements sont moins possibles que les autres et qu’au jeu de 
croix et pile, par exemple, la combinaison dans laquelle croix arrive 
vingt fois de suite est moins facile a la nature que celle ou croix 
et pile sont entremélées d’une facon irréguliére. Mais cette opinion 
suppose que les éyénements passés influent sur la possibilité des 
eyenements futurs, ce qui n’est point admissible. Les combinaisons 
réguliéres n’arrivent plus rarement que parce qu’elles sont moins 
nombreuses. Si nous recherchons une cause la ou nous apercevons de 
la syméetrie, ce n'est pas que nous regardions un éyénement symé- 
trique comme étant moins possible que les autres; mais, cet événement 
devant étre l’eflet d’une cause réguli¢re ou celui du hasard, la pre- 
miére de ces suppositions est plus probable que la seconde. Nous 


DONNEES A L’ECOLE NORMALE EN 1795. 163 


voyons sur une table des caracteres d’imprimerie disposés dans cet 
ordre, Constantinople, et nous jugeons que cet arrangement n’est pas 
Veffet du hasard, non parce qu’il est moins possible que les autres, 
puisque, si ce mot n’était employé dans aucune langue, cet arrange- 
ment ne serait ni plus ni moins possible en lui-méme, et cependant 
nous ne lui soupconnerions alors aucune cause particuliére; mais, ce 
mot étant en usage parmi nous, il est incomparablement plus probable 
qu’une personne aura ainsi disposé les caractéres précédents qu'il ne 
lest que cet arrangement est dd au hasard. 

De 1a nous devons généralement conclure que, plus un fait est extra- 
ordinaire, plus il a besoin d’étre appuyé de fortes preuves; car, ceux 
qui l’attestent pouvant ou tromper ou avoir été trompés, ces deux 
causes sont d’autant plus probables que la réalité du fait lest moins 
en elle-méme. I] y a des choses tellement extraordinaires que rien ne 
peut, aux yeux des hommes éclairés, en balancer l’inyraisemblance. 
Mais celle-ci, par l’effet d’une opinion dominante, peut étre affaiblie 
au point de paraitre inférieure 4 la probabilité des teémoignages; et 
quand cette opinion vient a changer, un récit absurde, admis géné- 
ralement dans le siecle qui lui a donné naissance, n’offre aux siécles 
suivants qu'une nouvelle preuve de la grande influence de l’opinion 
sur les meilleurs esprits. 

Avant de prononcer sur l’existence d’une cause qui semble indiquée 
par les événements observés, il faut déterminer sa probabilité résultant 
de ces événements; autrement, on s’exposerait a rapporter & une cause 
constante cette régularité qu’affectent quelquefois les événements dus 
au hasard, et qui ne se soutient plus quand ils sont trés multipliés; 
mais cette distinction exige une analyse toute particuliére. En l’appli- 
quant au rapport des naissances des garcons a celles des filles observé 
dans les diverses parties de l’Kurope, on trouve que ce rapport, par- 
tout a peu pres celui de 22 a 21, indique avec une extréme probabilité 
une plus grande facilité dans les naissances des garcons. St l’on con- 
sidére ensuite qu'il est le méme & Naples qu’a Pétersbourg, on yerra 
qu’a cet égard l’influence du climat est insensible. On pouyait done 
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soupconner, contre l’opinion commune, que cette supériorité des nais- 
sances masculines subsiste dans l’Orient méme. J’avais, en consé- 
quence, invité les sayants francais enyoyés en Egypte a faire des 
recherches sur cette question intéressante; mais la difficulté d’obtenir 
des renseignements précis sur les naissances ne leur a pas permis de 
la résoudre. 

Les registres des naissances peuyent servir 4 déterminer la popula- 
tion sans recourir au dénombrement des habitants; mais il faut, pour 
cela, connaitre le rapport de la population aux naissances. Le moyen 
d’y paryenir le plus exact consiste : 1° & choisir plusieurs communes 
dans chaque département pour ayoir un milieu entre les petites diffé- 
rences que les causes locales apportent dans les résultats; 2° a faire le 
dénombrement des habitants de ces communes & une époque donnée; 
3° a déterminer, par le releyé des naissances durant plusieurs années 
qui précédent ou suiyent cette époque, le nombre correspondant des 
naissances annuelles. Ce nombre, divisé par celui des habitants, don- 
nera le rapport des naissances a la population, d’une maniére d’autant 
plus précise que le dénombrement sera plus considérable. On trouve, 
par l’analyse des hasards, que ce dénombrement doit s’élever a douze 
ou quinze cent mille habitants, pour avoir une grande probabilité que 
les erreurs sur la population entiére de la France, déterminée par les 
nalssanees, seront renfermées dans d’étroites limites. Le Gouverne- 
ment, conyaincu de lutilité d’un semblable dénombrement, en a bien 
voulu ordonner l’exécution, & ma priére. Dans trente départements 
distribuées sur la surface de la France, on a fait choix des communes 
qui pouyaient donner les renseignements les plus précis. Elles ont 
fourni, pour le 1 yendémiaire an XI, des dénombrements dont la 
somme s’éléye & 2037615 individus. Le releyé des naissances, des 
mariages et des morts, pendant les années VIII, IX et X, a donné 


pour ces trois années : 


Naissances. Mariages. Décés. 


\ 103 659 males 
i 99 443 femelles 


130312 garcons ) 
105 287 filles \ 
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Le rapport de la population aux naissances annuelles est donc 
28 “Ss; il est done plus grand qu’on ne l’ayait estimé jusqu’ici. Le 
rapport des naissances des garcons & celles des filles, que ce relevé 
présente, est celui de 22 & 21; et les mariages sont aux naissances 
comme 3 a4. 

A Paris, les baptémes des enfants des deux sexes s’écartent un peu 
du rapport de 22 a 21. Depuis le commencement de 1745, époque 2 
laquelle on a commencé  distinguer les sexes sur les registres des 
naissances, jusqu’a la fin de 1784, on a baptisé dans cette grande 
ville 393 386 garcons et 377555 filles. Le rapport de ces deux nombres 
est & peu pres celui de 25 a 24; il parait done qu’a Paris une cause 
particuliére rapproche de l’égalité les baptémes des deux sexes; et, si 
l’on applique a cet objet le Calcul des probabilités, on trouve quil ya 
238 environ a parier contre 1 en faveur de son existence, ce qui suflit 
pour en autoriser Ja recherche. Alors j’ai soupconné que la difference 
observée a cet égard entre Paris et le reste de la France pouyait tenir 
a ce que, dans la campagne et dans les provinces, les parents, trouyant 
quelque avantage 4 retenir pres d’eux les garcons, en ayaient enyoyé 
a hospice des enfants trouvés de Paris dans un rapport moindre que 
celui des naissances des deux sexes. C’est ce que le releyé des registres 
de cet hospice m’a fait voir avec évidence. Depuis le commencement 
de 1745 jusqu’a la fin de 1809, il y est entré 159 405 filles et 163 4g9 gar- 
cons; et ce dernier nombre n’excéde que de ¥ le précédent, qu’il aurait 
du surpasser de ;{, d’aprés le rapport observé des naissances. Ce qui 
achéve de confirmer la cause assignée, c’est que, si l’on n’a point égard 
aux enfants trouvés, le rapport des deux sexes, a Paris, est celui de 22 
a 21, comme dans les départements. 

La probabilité des événements sert 4 déterminer l’espérance et la 
crainte des personnes intéressées a leur existence. Le mot esperance a 
diverses acceptions : il exprime généralement l’avantage de celui qui 
attend un bien quelconque, dans une supposition qui n’est que vrai- 
semblable. Dans la théorie des hasards, cet avantage est le produit de 
la somme espérée par la probabilité de l’obtenir; c’est la somme par- 
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tielle qui doit revenir, lorsqu’on ne yeut point courir les risques de 
l’évyénement, en supposant que la répartition de la somme entiére se 
fasse proportionnellement aux probabilités. Cette maniére de la ré- 
partir est la seule équitable, quand on fait abstraction de toute circon- 
stance étrangére, parce qu’avee un égal degré de probabilité on a un 
droit égal sur la somme espérée. Nous nommerons cet avantage espe- 
rance mathématique, pour la distinguer de l’esperance morale, qui 
dépend, comme elle, de la somme espérée et de la probabilité de 
l'obtenir, mais qui se régle encore sur mille circonstances variables 
qu’il est presque toujours impossible de définir et plus encore d’assu- 
jettir au Calcul. Ces cireonstances, il est vrai, ne font qu’augmenter ou 
diminuer la yaleur du bien espéré; alors on peut considérer l’espé- 
rance morale elle-méme comme le produit de cette valeur par la pro- 
babilité de l’obtenir; mais on doit distinguer, dans le bien espéré, sa 
valeur relative de sa yaleur absolue. Celle-ci est indépendante des 
motifs qui le font désirer, au lieu que la premiére croit avec ces motifs. 

On ne peut donner de principe général pour apprécier cette valeur 
relative. En yoici cependant un proposé par Daniel Bernoulli, et qui 
peut servir dans beaucoup de cas. La valeur relative d’une somme inft- 
niment petite est égale a sa valeur absolue divisée par le bien total de la 
personne interessée. En effet, il est clair que 1 ayant peu de valeur 
pour celui qui en posséde un grand nombre, la maniére la plus natu- 
relle d’estimer sa yaleur relative est de la supposer en raison inverse 
de ce nombre. 

En appliquant l’Analyse & ce principe, on parvient a divers résultats 
conformes aux indications du sens commun, mais que l’on peut 
appreécier par ce moyen ayec quelque exactitude. Telle est cette régle 
dictée par la prudence, et qui consiste a exposer sa fortune par parties 
a des dangers indépendants les uns des autres, plutot que de l’exposer 
tout entiére au méme danger. II résulte encore du méme principe 
qu’au jeu le plus égal la perte est toujours relativement plus grande 
que le gain. Ainsi, lon trouye qu’en supposant la fortune des joueurs 
de roo™ et leur mise au jeu de 5o%, leur fortune se trouve réduite 
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a 87; le jeu est donc désavantageux dans le cas méme oti la mise est 
égale au produit de la somme espérée par la probabilité de l’obtenir. 
On peut juger par la de l’immoralité des jeux dans lesquels la somme 
promise est au-dessous de ce produit : ils ne subsistent que par les 
faux raisonnements et la cupidité qu’ils fomentent et qui, portant le 
peuple a sacrifier son nécessaire & des espérances chimériques dont 
il est hors d’état d’apprécier l’inyraisemblance, sont Ja source d’une 
infinité de maux. 


Il existe, duns la répétition d’un événement avantageux, un terme 
fixe vers lequel le bénéfice moyen converge a mesure que l’éyénement se 
multiplie. Le bénefice réel est de plus en plus probable et saccroit sans 
cesse; tl devient certain dans V’hypothese d’un nombre infini de répeti- 
tions et, en le divisant par leur nombre, le quotient est l’ espérance mathe- 
matique elle-méme ou l’avantage relatif a chaque événement. Il en est 
de méme de la perte, qui devient certaine a la longue, pour peu que 


l’événement soit desavantageux. 


Ce théoréme sur les bénéfices ou les pertes est analogue & ceux que 
nous avons donnés précédemment sur les rapports qu’indiquent les 
répétitions indéfinies des éyénements simples ou composés; et, comme 
eux, ils prouvent que la régularité finit par s’établir dans les choses 
les plus subordonnées & ce que nous nommons hasard. 

On a construit des Tables de mortalité qui présentent toutes ce 
résultat affligeant, savoir : que la moitié du genre humain périt avant 
d’avoir terminé sa vingtiéme année. La maniére de former ces Tables 
est tres simple. On prend sur les registres des naissances et des morts 
un grand nombre d’enfants que l’on suit pendant le cours de leur vie, 
en déterminant combien il en reste a la fin de chaque année de leur 
age, et l’on inscrit ce nombre vis-a-vis de chaque année finissante. 
Mais, comme dans les deux ou trois premieres années de Ja vie la mor- 
talité est trés rapide, il faut, pour plus d’exactitude, indiquer dans ce 
premier age le nombre des suryivants & la fin de chaque demi-année. 
Les divers états de la vie offrent, a l’égard de la mortalité, des diffe- 
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rences trés sensibles, relatives aux fatigues et aux dangers insépa- 
rables de chaque état, et dont il est indispensable de tenir compte dans 
les calculs fondés sur la durée de la vie. Mais ces différences n’ont pas 
encore été suffisamment déterminées. Elles le seront un jour : alors on 
saura quel sacrifice de la vie chaque profession exige, et l'on profitera 
de ces connaissances pour en diminuer les dangers. 

Si l'on diyise la somme des années de la vie de tous les individus 
considérés dans une Table de mortalité par le nombre de ces individus, 
on ala durée moyenne de la yie, que l’on trouye ainsi de yingt-huit ans 
et demi. La durée moyenne de ce qui reste encore & vivre, lorsqu’on 
est parvenu & un age queleonque, se détermine en faisant une somme 
des années qu’ont yécu au dela de cet age tous les indiyidus qui l’ont 
atteint, et en la diyisant par le nombre de ces indiyidus. Ce n’est point 
au moment de la naissance que cette durée est la plus grande; c’est 
lorsqu’on a échappé aux dangers de la premiére enfance, et alors elle 
est d’enyiron quarante-trois ans. La probabilité d’arriver & un Age 
quelconque, en partant d’un age donné, est égale au rapport des deux 
nombres d’indiyidus indiqués dans la Table a ces deux ages. 

On concoit que la précision de ces résultats exige que l’on considére 
un trés grand nombre de naissances; mais l’analyse des probabilités 
nous montre qu’ils approchent sans cesse de la vérité, avec laquelle ils 
finissent par coincider, lorsque le nombre des naissances considérées 
devient infini. 

On a observé qu'il existe plus de femmes que d’hommes, quoi- 
qu'il naisse plus de garcons que de filles. Or, dans les contrées ou la 
population est constante, le rapport de la population aux naissances 
annuelles est égal au nombre des années de la durée moyenne de la 
vie; cette durée est done plus grande pour les femmes que pour les 
hommes, soit en vertu de leur constitution, soit parce qu’elles sont 
exposées 2 moins de dangers. 

il est visible que la durée moyenne de la vie serait augmentée si les 
guerres deyenaient plus rares, si l’aisance était plus grande et plus 
générale et si, par des moyens quelconques, l’homme parvenait 
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rendre plus salubre le sol qu’il habite et & diminuer le nombre et les 
dangers des maladies. C’est ce qu’il a fait & l’égard de la petite vérole, 
Yun des fléaux les plus destructeurs de l’espéce humaine. Daniel Ber- 
noulli a trouvé, par une application ingénieuse du Calcul des proba- 
bilités, que Pinoculation augmente sensiblement la vie moyenne, en 
supposant méme qu'il périt un inoculé sur deux cents; il n’est donc 
pas douteux qu’elle soit avantageuse & l’Etat. Mais celui qui veut se 
faire inoculer doit comparer le danger trés petit, mais prochain, d’en 
mourir au danger beaucoup plus grand, mais plus éloigné, de mourir 
de la petite vérole naturelle; et, quoique la considération de la proxi- 
mité du danger soit nulle pour I’Etat, qui n’envisage que la masse des 
citoyens, elle ne l’est pas pour les individus. Cependant, l’inoculation 
bien conduite fait périr un si petit nombre de personnes, et les ravages 
de la petite vérole naturelle sont si considérables, que l’intérét parti- 
culier se joint & celui de I’Etat pour adopter cette méthode. Le pére 
de famille, dont l’attachement pour ses enfants croit avec eux, ne doit 
point balancer 4 les soumettre & une opération qui les délivre de 
Pinquiétude et des dangers d’une aussi cruelle maladie, et qui lui 
assure le fruit de ses soins et de leur éducation. Je n’hésite done point 
a consceiller la pratique salutaire de l’inoculation et a la regarder 
comme l’un des résultats les plus avantageux que la Médecine ait tirés 
de l’expérience ('). 

On a fondé, sur les Tables de mortalité, divers établissements, tels 
que les rentes viagéres ct les tontines; mais les plus utiles de ces 
établissements sont ceux dans lesquels, au moyen d’un léger sacrifice 
de son revenu, on assure l’existence de sa famille pour un temps ot 
l’on doit craindre de ne pouvoir plus suffire a ses besoins. Autant le 
jeu est immoral, autant ces établissements sont avantageux aux moeurs 
en favorisant les plus doux penchants de la nature. D’ailleurs, des 


(1) Depuis la premiére publication de ses lecons, toutes les craintes de l’inoculation que 
la petite vérole laissait encore ont été dissipées par l’inestimable découverte de la vaccine, 
dont on est redevable a Jenner, qui, par la, s’est rendu l'un des plus grands bienfaiteurs 
de l’espéce humaine. 


OEuvres de L. — XIV. 2.2 


170 LECONS DE MATHEMATIQUES 


capitaux qui, par leur petitesse, seraient stériles entre les mains de 
chaque particulier, deviennent productifs et alimentent le commerce 
dans les grands établissements qui les recoivent et qui, par la multi- 
tude de ces capitaux, produisent un bénéfice certain quand ils sont 
bien concus et sagement administrés. Ils n’offrent point l’inconvénient 
que nous avons remarqué dans les jeux méme les plus équitables, celui 
de rendre la perte plus sensible que le gain, puisqu’au contraire ils 
donnent le moyen d’échanger le superflu contre des ressources assurées 
dans l'avenir. Le Gouvernement doit done encourager ces établisse- 
ments et les respecter dans ses vicissitudes; car les espérances qu’ils 
présentent portant sur un ayenir éloigné, ils ne peuvent prospérer 
qu’a l'abri de toute ingquiétude sur leur durée. 

La méthode la plus générale et la plus simple de calculer les béné- 
fices et les charges de ces établissements consiste 4 les réduire en capi- 
taux actuels au moyen de ce principe : Le capital actuel équivalant a 
une somme, qui ne doit étre probablement payée qu’apres un certain 
nombres d’années, est égal a cette somme multipliée par la probabilte 
qu'elle sera payée a cette époque, et divisée par l’unité augmentée du 
taux de lintérét élevée a une puissance égale au nombre de ces années. 
L’intérét annuel de l’unité est ce que l’on nomme taux de Vinterdt. 

Il est facile d’appliquer ce principe aux rentes viageres sur une ou 
plusieurs tétes, et aux caisses d’épargne et d’assurance, d’une nature 
quelconque. Supposons que l’on se propose de former une Table de 
rentes yiageres d’aprés une Table donnée de mortalité. Une rente 
viagere payable, par exemple, au bout de cing ans, et réduite en 
capital actuel, sera, par ce principe, égale au produit des deux quan- 
tités suivantes, savoir : la rente divisée par la cinquiéme puissance de 
Vunité augmentée du taux de l’intérét; et la probabilité de la payer : 
cette probabilité est le rapport inverse du nombre des personnes a 
l’age de celui qui constitue la rente au nombre des personnes vivantes 
a cet age augmenté de cing années. En formant donc une suite de 
fractions dont les dénominateurs soient les produits du nombre des 
personnes indiquées dans la Table de mortalité, comme yivantes a 
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Page de celui qui constitue la rente, par les puissances successiyes de 
Punité augmentée du taux de l’intérét, et dont les numérateurs soient 
les produits de la rente, par le nombre des personnes yivantes au méme 
age, augmenté successivement d’une année, de deux années, ..., la 
somme de ces fractions sera le capital requis pour la rente yviagére a 
cet age. 

Supposons maintenant qu’une personne yeuille, au moyen d’une 
rente viagére, assurer 4 ses héritiers un capital payable a la fin de 
l'année de sa mort. Pour déterminer la valeur de cette rente, on peut 
imaginer que la personne emprunte en viager, & une caisse d’assu- 
rance, ce capital divisé par ’unité augmentée du taux de l’intérét, et 
quelle le place a intérét perpétuel a la méme caisse. Il est clair que ce 
capital sera da par la caisse a ses héritiers ala fin de l'année de sa 
mort; mais elle n’aura payé chaque année que l’excés de l’intérét 
viager sur lintérét perpétuel; la Table des rentes viageres fait donc 
connaitre ce que la personne doit payer annuellement a la caisse pour 
assurer ce capital aprés sa mort. 

Les assurances maritimes se calculent par les mémes principes. Un 
négociant a des vaisseaux en mer; il veut assurer leur valeur et celle 
de leur cargaison contre les dangers qu’ils peuvent courir; pour cela, 
il donne une somme & une compagnie qui lui répond de la valeur 
estimée de ses cargaisons et de ses yaisseaux. Le rapport de cette 
valeur a la somme qui doit étre donnée pour prix de l’assurance dé- 
pend des dangers auxquels les yaisseaux sont exposes, et ne peut étre 
apprécié que par des observations nombreuses sur Je sort des yaisseaux 
partis du port pour la méme destination. Mais ces établissements et 
tous ceux du méme genre, tels que les assurances contre les incendies 
et les orages, ne peuvent réussir qu’autant quils ont un ayantage 
propre a subvenir aux dépenses qu’ils entrainent. Il faut de plus qwils 
aient des relations tres nombreuses, afin que cet avyantage en se déve- 
loppant produise un bénéfice certain et fasse coincider leur espérance 
mathématique et morale. 

I] me reste & vous parler des milieux qu il faut choisir entre les 
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résultats des observations et de la probabilité des décisions des 
assemblées. 

Quand on yeut corriger par l'ensemble d’un grand nombre d’obser- 
vations un ou plusieurs éléments déja connus a fort peu prés, on 
forme de la maniére suivante des équations que l’on nomme equations 
de condition. | 

L’expression analytique de chaque observation étant une fonction 
des éléments, on y substitue la valeur approchée de chacun d’eux, plus 
sa correction; en déyeloppant ensuite l’expression en série et en négli- 
geant, & cause de leur petitesse, les carrés et les produits des correc- 
tions, on égale la série & l’obseryation qu’elle représente; on a ainsi 
une équation de condition entre les corrections des éléments. Chaque 
observation fournit une équation de condition semblable. Si les obser- 
vations étaient exactes, il suffirait d’en avoir un nombre égal a celui 
des éléments; mais, yu les erreurs dont elles sont toujours susceptibles, 
on en considére un grand nombre, afin que les erreurs se compensent 
a fort peu pres dans les résultats moyens. L’obseryateur doit choisir 
les circonstances les plus favorables & la détermination des éléments ; 
l'art du caleulateur consiste & combiner de la maniére la plus avanta- 
geuse les équations de condition, fournies par les observations, pour 
les réduire & un nombre égal & celui des éléments. Toutes les combi- 
naisons que l’on peut faire reviennent & multiplier respectivement 
chaque équation par un facteur particulier et a faire une somme de 
tous ces produits; ce qui donne une premiére équation finale relative 
au syst#me des facteurs employés. Un second systeme de facteurs 
donnera une seconde équation finale, et ainsi de suite, jusqu’a ce que 
l’on ait autant d’équations finales qu’il y a d’éléments. I] est visible 
que l’on aura les corrections les plus précises si l’on choisit les sys- 
tomes de facteurs tels que erreur moyenne & craindre en plus ou en 
moins sur chaque élément soit un minimum; par erreur moyenne on 
doit entendre la somme des produits de chaque erreur a craindre par 
sa probabilité. La recherche de ce minimum, l'une des plus utiles de 
la théorie des probabilités, exige des artifices singuliers d’analyse. 
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Nous nous bornerons a dire ici que l’on est conduit A ce résultat 
remarquable, savoir, que la maniére la plus avantageuse de combiner 
les équations de condition consiste & rendre minimum la somme 
des carrés des erreurs des observations; ce qui fournit autant d’équa- 
tions finales qwil y a de corrections & déterminer. 

La probabilité des décisions d’une assemblée dépend de la pluralité 
des voix, des lumiéres et de Pimpartialité des membres qui la com- 
posent. Tant de passions et d’intéréts particuliers y mélent souvent leur 
influence, qu’il est impossible de soumettre cette probabilité au Calcul. 
Voici cependant un résultat général auquel on est conduit par |’Ana- 
lyse. Si assemblée est trés peu éclairée sur l’objet soumis a sa déci- 
sion, si cet objet exige des considérations délicates et & la portée du 
plus petit nombre, ou si la yérité sur ce point est contraire 4 des preé- 
jugés recus, en sorte qu’il y ait plus d’un contre un a parier que 
chaque yotant s’en écartera, il sera probable que la raison sera du cote 
de la minorité; et plus l’'assemblée sera nombreuse, plus il y aura lieu 
de craindre que la décision de la majorité soit mauvaise. Ce sera le 
contraire si l’'assemblée est composée d’hommes instruits. Concevez, 
par exemple, cent personnes rassemblées indistinctement, et proposez- 
leur de statuer sur cette question : Le Soleil tourne-t-il, chaque jour, 
autour de la Terre? \l y a tout lieu de croire que la décision de la majo- 
rité sera pour l’affirmative, et cela deviendra plus probable encore si, 
au lieu de cent personnes, yous en supposez mille ou dix mille réunies. 
De la vous pouvez tirer cette conséquence, dictée par le simple bon 
sens : c’est qu’il importe extrémement a la chose publique que l’in- 
struction soit fort répandue et que la représentation nationale soit 
élite des hommes justes et éclairés. Verité, justice, humanité, voila les 
lois éternelles de l’ordre social qui doit reposer uniquement sur les 
vrais rapports de ’homme avec ses semblables et avec Ia nature; elles 
sont aussi nécessaires 4 son maintien que la gravitation universelle a 
l’existence de l’ordre physique; la plus dangereuse des erreurs est de 
croire que l’on peut quelquefois s’en écarter et tromper ou asseryir les 
hommes pour leur propre bonheur; de fatales expériences ont prouve, 
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dans tous les temps, que ces lois sacrées ne sont jamais impunément 
enfreintes. 

Il est souvent difficile de connaitre et méme de définir le voeu d’une 
assemblée, au milieu de la variété des opinions de ses membres. 
Essayons de donner sur cela quelques régles, et considérons les deux 
cas les plus ordinaires, l’élection entre plusieurs candidats et celle 
entre plusieurs propositions relatives au méme objet. 

Lorsqu’une assemblée doit choisir entre divers candidats qui se pré- 
sentent pour une ou plusieurs places du méme genre, ce qui parait le 
plus simple consiste & faire écrire & chaque votant, sur un billet, les 
noms de tous les candidats dans l’ordre du mérite qu’il leur attribue. 
En supposant qu’il les classe de bonne foi, l’inspection de ces billets 
fera connaitre les résultats des élections, de quelque maniére que les — 
candidats soient comparés entre eux, en sorte que de nouvelles élec- 
tions ne peuyent apprendre rien de plus a cet égard. II s’agit présen- 
tement d’en conclure l’ordre de préférence qu’ils établissent entre les 
candidats. Imaginons que l’on donne a chaque électeur une urne qui 
contienne une infinité de boules au moyen desquelles il puisse nuancer 
tous les degrés de mérite des candidats; concevons encore qu'il tire de 
son urne un nombre de boules proportionnel au mérite de chaque can- 
didat, et supposons ce nombre écrit sur son billet & coté du nom du 
candidat. Il est clair qu’en faisant une somme de tous les nombres re- 
latifs & chaque candidat, sur chaque billet, celui de tous les candidats 
qui aura la plus grande somme sera le candidat que l’assemblée pré- 
fore, et qu’en général l’ordre de préférence des candidats sera celui 
des sommes relatives & chacun d’eux. Mais les billets ne marquent 
point le nombre de boules que chaque électeur donne aux candidats; 
ils indiquent seulement que le premier en a plus que le second, le se- 
cond plus que le troisiéme, et ainsi de suite. En supposant done au 
premier, sur un billet donné, un nombre quelconque de boules, toutes 
les combinaisons des nombres inférieurs, qui remplissent les condi- 
tions préecédentes, sont également admissibles, et l’on aura le nombre 
de boules relatif ’ chaque candidat, en faisant une somme de tous les 
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nombres que lui donne chaque combinaison et en la divisant par le 
nombre entier des combinaisons. Si ces nombres sont trés considé- 
rables, comme on doit le supposer pour qu’ils puissent exprimer toutes 
les nuances de mérite, une analyse fort simple fait voir que les nombres 
qu'il faut écrire sur chaque billet & coté du premier nom, du second 
nom, sont entre eux comme les suivants : 1° le nombre des candidats; 
2° ce nombre diminué d’une unité; 3° ce nombre diminué de deux 
unités, etc. Il suffit donc d’écrire sur chaque billet ces derniers 
nombres et d’ajouter les nombres relatifs ’ chaque candidat sur tous 
les billets; ces diverses sommes indiqueront, par leur grandeur, l’ordre 
de préférence qui doit étre établi entre les candidats. On simplifiera le 
calcul en écrivant sur chaque billet, zéro, a coté du dernier candidat 
et les nombres 1, 2, 3, ... respectivement 4 cdté des candidats supé- 
rieurs. Tel est le mode d’élection qu’indique la théorie des probabilités. 
I] serait sans doute le meilleur, si chaque électeur inscrivait sur sa 
liste les noms des candidats suivant l’ordre de mérite qu’il leur sup- 
pose : mais les passions, les intéréts particuliers et beaucoup de con- 
sidérations étrangéres au mérite doivent souvent troubler cet ordre 
et faire placer au dernier rang le concurrent le plus & redouter pour 
celui que l’on préfere; ce qui, en donnant un grand avantage aux con- 
currents d’un mérite médiocre, rend ce mode d’élection inférieur 
ceux que l’on emploic communément. 

Le choix entre plusieurs propositions relatives au méme objet 
semble devoir étre assujetti aux mémes régles que I’élection entre 
plusieurs candidats; cependant il existe entre ces deux cas cette diffé- 
rence essentielle, que le mérite d’un candidat n’exclut point celui de 
ses concurrents; au lieu que, si les propositions entre lesquelles il faut 
choisir sont contraires, la vérité de l'une exclut la yérité des autres. 
Voici comment on peut alors envisager la question. 

Donnons encore 4 chaque votant une urne qui renferme un trés 
grand nombre de boules, et concevons qu il les distribue sur chaque 
proposition en raison de la probabilité qu'il lui suppose. II est clair 
que le nombre total des boules exprimant la certitude, et le votant ¢tant, 
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par I’hypothése, assuré que l'une des propositions est vraie, il doit ré- 
partir le nombre des boules de l’urne sur ces diverses propositions; le 
probleme se réduit done & déterminer les comparaisons dans lesquelles 
toutes les boules sont réparties sur les propositions, de maniére qu il 
y ait plus sur la premiére que sur la seconde, plus sur la seconde que 
sur la troisiéme, ...; a faire les sommes de tous les nombres de boules, 
relatifs & chaque proposition dans ces diverses combinaisons et a di- 
viser ces sommes par le nombre des combinaisons; les quotients seront 
les nombres de boules que l’on doit attribuer aux propositions sur un 
billet queleonque. On trouve ainsi, par l’analyse, que ces quotients, en 
partant de la derniére proposition pour remonter & la premiére, sont 
entre eux comme les quantités suiyantes : 1° lunité divisée par le 
nombre des propositions; 2° Punité divisée par le nombre des propo- 
sitions, plus l’unité diyisée par ce nombre diminué d’un; 3° Punité 
diyisée par le nombre des propositions, plus lunité divisée par ce 
nombre diminué d’un; plus, l'unité divisée par le méme nombre 
diminuée de deux, et ainsi du reste; on écrira done ces quantités sur 
chaque billet, & cdté des propositions correspondantes et, en ajoutant 
les quantités relatives & chaque proposition sur les divers billets, les 
sommes indiqueront par leur grandeur Vordre de préférence que 
l'assemblée donne a ces propositions. 

Je viens de parcourir la plupart des objets auxquels ona jusqu’a pré- 
sent appliqué le calcul des probabilités. On peut, en tenant compte de 
tous les résultats de l’observation et de l’expérience, étendre ces appli- 
cations et perfectionner ainsi l’économie politique. Les questions que 
cette science présente sont si compliquées; elles tiennent & tant d’élé- 
ments inappréciables ou inconnus, qu’il est impossible de les résoudre 
a priort. On ne peut ayoir & leur égard que des apercus, et le calcul, 
dans les matiéres qui en sont susceptibles, nous montre combien ils 
sont trompeurs. Traitons l’économie, comme on a traité la physique, 
par la yoie de l’expérience et de l’analyse. Considérez, d’un cété, le 
grand nombre de yérités que cette méthode a fait découvrir sur la na- 


ture et, de l’autre, la foule des erreurs que la manic des systimes a 
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produites; vous sentirez alors la nécessité de consulter en tout l’expé- 
rience. C’est un guide lent, mais toujours sur; en l’abandonnant, on 
s’expose aux plus dangereux écarts. 

Si lon considére les méthodes analytiques auxquelles la théorie des 
probabilités a déja donné naissance et celles qu’elle peut faire naitre 
encore, la justesse des principes qui lui servent de base, la logique 
rigoureuse qu’exige leur emploi dans la solution des problémes, le 
grand nombre et l’importance des objets qu'elle embrasse, les ¢tablisse- 
ments d’utilité publique qui s’appuient sur elle; sil’on observe ensuite 
que, dans les choses mémes qui ne peuvent étre soumises au calcul, 
cette théorie donne les apercus les plus stirs qui puissent nous guider 
dans nos jugements et qu'elle apprend a se garantir des illusions qui 
souvent nous égarent, on yerra qu'il n’est point de science plus digne 
de nos méditations et dont les résultats soient plus utiles. Elle doit la 
naissance & deux géometres francais du xvu® siecle, sifécond en grands 
hommes et en grandes découvertes, et peut-étre celui de tous les 
siécles qui fait le plus @honneur a l’esprit humain. Pascal et Fermat 
se proposérent et résolurent quelques problemes sur les probabilités. 
Huygens réunit ces solutions et les étendit dans un petit Traité sur 
cette matiére, qui ensuite a été considérée d’une manicre plus générale 
par les Bernoulli, Montmort, Moivre et par plusieurs géométres 
célébres de ces derniers temps. 
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Journal de l’Ecole Polytechnique, XV* Cahier, Tome VIIT; 1809. 


Sur le calcul des fonctions géneratrices. 


L’objet de ce calcul est de ramener au simple développement des 
fonctions toutes les opérations relatives aux différences, et spéciale- 
ment l’intégration des équations aux différences ordinaires ou par- 
tielles: en yoici l'idée principale. Soit w une fonction quelconque de ¢, 
et supposons qu’en la déyeloppant par rapport aux puissances de ¢, 
on aif 

U=Jot NE +P +... + Vel +... + YC 5 
west ce que l'on nomme fonction géneratrice de y, ou du coefficient 


de ¢ dans son développement. Il est visible que y.4,— Yar, OU Aya, 
> , I 
sera le coefficient de ¢* dans le développement de u(t = 1)3 en sorte 


que, pour ayoir la fonction génératrice de la différence finie d’une 


. . . . I : Meir | : 
variable, il suflit de multiplier par 7 —1 la fonction génératrice de 
- I \2 > ; ey : 5 
cette variable; u(; — t) sera donc la fonction génératrice de A*y,,, 


iat > . fon 5c : I fe 
et, généralement, la fonction génératrice de A”y,, sera u(t — ') 
Maintenant on a 


ey n n(in—t 
athe sat 


nee tr-1 1.2¢%-? 
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. Uu nlie . u 
le coefficient de ¢* dans wa est évidemment Yz.,, celui de ¢” dans con 


est Yoin—1, et ainsi de suite; en égalant donc les coefficients de ¢* dans 
les deux membres de |’équation précédente, c’est-a-dire en repassant 
des fonctions génératrices 4 leurs coefficients, on aura 


n(m—t) 


AY Viren NY a+n—1 is te 


Si, au lieu de multiplier la fonction w par - —1, on la multipliait 

par toute autre quantité, on aurait des résultats analogues. Soit, par 
b has : 

exemple, a+ > + 7 +... ce nouveau multiplicateur; le coefficient 


de ¢” dans le développement de la fonction 
bo ee ) 
u eer ae 7 ee 


sera AV, + OV x4, + CY rio +---3 soit Vy, ce coefficient, et désignons 
par V?y,, la quantité aVy,+ bVye., +6 V¥r..+---, par V' vy, la quan- 
tité aVy, +6 V?y,.,+..., et ainsi de suite; la fonction génératrice 


de Vy, sera 


, b c n es f . 
et, en développant (a + : -+ p +.. .) en serie, On aura une equation 


de cette forme : 
b ns exe A Lg oeA Ss 
u Sa a cae ina ig = Bea pP Baa | 


Cette équation donnera, en repassant des fonctions génératrices aux 
coefficients, 
V"y¥,=—Ayz+ Byrut Oye» 
Je renvoie, pour le développement de ce calcul des fonctions généra- 
trices, aux Mémoires de l’ Academie des Sciences pour \’année 1779 ('). 
Je me bornerai ici a présenter quelques nouveaux théorémes qui en 


résultent. 


(1) OFuvres de Laplace, T. X, p. 1. 
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Soit w une fonction de ¢, et supposons que y,. soit le coefficient de 2” 
dans son développement; soit pareillement wv’ une fonction de ¢, et 
désignons par y, le coefficient de ¢’” dans son développement; soit 
encore wv” une fonction de ¢’, et désignons par y’, le coefficient de 7’ 
dans son développement, et ainsi de suite. Il est clair que ¥2¥.V e+: 
sera le coefficient de ¢7¢*z’*..., dans le développement de uu'u’...; 


" 
. 


ue. 5 . ree : 
: sera la fonction génératrice de Vou Yn Yee s celle de 


A ee 
A(y2¥¥-+++) sera done 


. 1 
uuwu"...{ —j;— — 1}, 
bE Bewtas 


et, par conséquent, la fonction génératrice de A*(yzy.y,..+) sera 


I n 

es é 

uuu...(| —>— — 1} 5 
EE? oo ete x 


en changeant rn dans — 7, on aura, par les principes exposés dans les 
Mémoires cites de V Académie des Sciences, la fonction génératrice de 
Y'( yey y¥,---), X étant la caractéristique des intégrales finies; en 
sorte que l’on peut changer zn en —7 dans la fonction génératrice, 
pouryu que l’on change A” en &” dans son coefficient. 

Considérons deux fonctions y, et y,; la fonction génératrice de 


: I nm 
ber ame be 


On peut la mettre sous cette forme : 


A" yy, sera 


uu’ 
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sont respectivement génératrices des variables. 


FeV a MAT Oe Peasy, DOV GAT V eene ise 


l’équation identique 


Ey NS He aa ae ae "48 (t a ae pee +... 
: t ahd 3 e 


tt 


donnera donc, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


AY 2 Ve Ve A "Ve + NAY, A Ve + —— — Bey AREY ug 8 


en changeant n dans — 7, on aura 


Pao Eo er 


n(n-+t) 
i+ ( Ay 


y eee oF res 
AV GW Vip Ve NAY gO Tey 7s 


. . . I oe ae Cs: 
Au lieu du multiplicateur — —1, considérons généralement le 


multiplicateur 
We cs? 
a — ——- + .,., 
Sie aT 


et désignons par Vy,,y’, la fonction 


aVx¥ x as OSV a Vcut sie C2213 Vavs =~. ‘3 


bz Gee 1s . Pel ‘ 
uw’ (a+ 7 dee ys eal -) sera la fonction génératrice de V’y,.y,; 


désignons par (a) la fonction 


nous aurons 


eres) Sree 
uw! 9" (S) | z+ 


|| 
ee 
Saas 
ole 
eee 
Shia 
* a ee 
ole 4 
i | 
eo S 
bas 
| oo) 
Se, 
Q 
-~C 
oot I 
a 
mht 
ee 
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— 


= \ ‘ bie. : 
or, uu’ 2"(2) est la fonction génératrice de y.V“y.3 


AV" Vous 


: » et ainsi de suite; on aura 
as 


est la fonction génératrice de s Ay, 


donc, en repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


V" (¥2¥ic) =Y2V"Y2+ shy, —— + 3A, 


On a également 
’ ‘. 1 n 
“uu... eee Ref 
ee 3, 
“ie mal I I oe 
= uulul...| {i+ > —! beam: gage 8! Ss pe oh ageol| es 


en repassant donc des fonctions génératrices aux coefficients, on aura 
A" (27 eY'e- +) = [Cr+ A) (r+ A’) (+ A’)... —1)", 


pourvu que, dans chaque terme du développement du second membre 
de cette équation, on place immédiatement aprés la puissance de 
chaque caractéristique la yariable correspondante, et qu’ensuite on 
multiplie ce terme par le produit des variables dont il ne renferme 
point la caractéristique : ainsi, dans le cas de trois variables, on écrira, 
au lieu de A’, y, y’.A”y,; au lieu de A’A’”, on écrira y,A’y, A” y,,; et 
au lieu de A7A” A”, on écrira Ay, A” y, A” y"; et ainsi du reste. 

Dans le cas des differences infiniment petites, les caractéristiques 
A, A’, A’, ... se changent en d, d’, d’, ...; et ’équation précédente 
donne, en négligeant les differences supérieures, relativement aux 
inferieures, 

BY Ve Vnw se (4+ d +d" +...)*; 
ainsi, dans le cas de deux variables, on a 


dy ,7,=d"4+nd d+ eae dr—2qt4..., 
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et, par conséquent, 


(n 


BY 2V2= V2 Yat ndy, da y_+ nae) BP yg FA Vn tei 


. y. . n 
en faisant n négatif, d” se change en afi ,etlona 


ie n ! n+1 
if yay ederaye | Vx dx” +- n Ye ve, an 


az 


(m—t1) ay, n+2 
+ hla 3) Z Ef we derives, Ss 


Fad dx? 


On a encore 


oy) I n I rt I t JR 
MRO TOE & © aii es ILA, ae (1+ 5 = (45-3 |" 


en désignant donc par ‘A”(y,y,y'....) la différence finie du produit 
Ya2Vre¥ +++ lorsque a varie de 7, l’équation précédente donnera, en 
repassant des fonctions génératrices aux coefficients, 


(a) AVY 22+ +) = [E+ A(t + A‘)i(a + A’)... — 1)", 


en observant les conditions prescrites ci-dessus, relativement aux 


/ 


caracteristiques A, A’, ... et a leurs puissances. Supposons a = 7, 
AX 

: loi 3 ; F ee 

t= 773 Yor Ye ++ deviendront des fonctions de 2’, que nous dési- 


gnerons par Yq’, Ye» -.-; © variant de l’unité dans y,, 2’ ne variera 
que de da’ dans Ay,,; ainsi la caractéristique A se changera dans la 
caractéristique différentielle d; mais dans ‘Ay,, 2 variant de 7 ou 


a r, ek é 4 
de aa a’ variera de la quantité finie «; maintenant ona 


“s 
av 
) 


(1+ d)/'—(1+4) 


: : ad ' : 
le logarithme hyperbolique de ce second membre est 7—> ce qui 
donne, en repassant des logarithmes aux nombres, 


a ad 
(1 = ee —- Cae, 


e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité; l’équa- 
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tion (a) donnera done 
rAn (vx Xe V ct i — ( eXdy yz Hady) +ady i+. = 4)* 


pouryu que, dans le développement du second membre de cette équa- 
tion, on applique & la caractéristique d les exposants des puissances 
de dy gn: FY gsrmnima 
Si, dans l’équation (a), on suppose 7 infiniment petit et égal a dv, 

x croitra de dx dans ‘Ay,; alors ‘A se changera dans la caractéristique 
différentielle d; de plus, ona (1 + A)*# =1+ dxlog(1 + A); lequa- 
tion (a) deyiendra done 

A" V2¥3 


ye Je**~ —flog(1+A)(1+A’)(1+A*)...]*, 


da" 


en observant toujours les conditions prescrites ci-dessus, relativement 
aux caractéristiques A, A’, .... On peut supposer dans toutes ces 
équations 2 négatif, pourvu que les caractéristiques différentielles 
correspondant aux exposants négatifs soient changées en caractéris- 


tiques intégrales. 


Sur les intégrales définies des equations a différences partielles. 


J'ai donné, dans les Mémoires déja cités de ’Académie des Sciences 
de l'année 1779 ('), une méthode pour intégrer dans un grand nombre 
de cas les équations linéaires aux differences partielles finies ou infi- 
niment petites, au moyen d’intégrales définies, lorsque l’intégration 
nest pas possible en termes finis. Plusieurs géométres se sont occupés 
depuis du méme objet, mais sans s’assujettir ala condition que l’ex- 
pression en intégrales définies devienne l’intégrale en termes finis, 
lorsqu’elle est possible. Cette condition est ce qui rend utile ce genre 
d'intégrales, et il en résulte qu’elles ont souvent les mémes avantages 


que les intégrales finies, comme je l’ai fait voir dans les Mémoires 


(') OEuvres de Laplace, T. X, p. 54 et suiv. 
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cités, relativement a la propagation du son dans un plan, et comme 
M. Poisson I’a remarqué ensuite dans la solution du probléme de la 
Chaine vibrante. 

Parmi les équations que j’ai considérées, est |’équation aux diffé- 
rences partielles du second ordre, a coefficients constants; mais elle 
offre un cas particulier qui ne se trouve point compris dans la solution 
générale, et qui, donnant lieu a plusieurs remarques intéressantes sur 
la nature des intégrales des équations aux différences partielles, m’a 
paru mériter attention des Géométres. 

Soit 

Os Ors Os 


Om +a ty Seca ada) ee 7 
~~ Oa? Ox Oy oy? Ox oy a 


a, b,c, h et l étant des coefficients constants; si l’on fait 


s=y+fe, 
ee aie oa les 


léquation proposée devient 


2 
om (f+ af +5) 54 
0? z 


(b) Spa aly anf) +4 Opes So + (f+ af! + 6) 54 


+ (of +n S = + (of" +h 


. 
ao | 


Os a 
eer 
on fera disparaitre les differences partielles a a? a si l’on prend 
pour fet /’ les deux racines de l’équation 

o=wv+au+ bs 


alorsona f+ f’=—aet ff’ = b; l’équation précédente devient ainsi 


072 tke i Os of'+h dz lz 
Osds kb—a@ os  hb—a os fb—a 


Oo 


I] résulte des Mémoires cités (') que, si l’on intégre l’équation dif- 


(1) CEuvres de Laplace, T. X, p. 61. 
OEuvres de L. — XIV. 2h 
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férentielle de second ordre, 


(46—a*)l— be?+ ahe— hk? du. da? 


roy Bb ag +9 oes 


de maniére que l’on ait u=1, 


du bP? —ahe + h?—(4b—ayl 


i — 


di (4b—a@y? 


> 


lorsque 9 est nul, et si l’on désigne par r = J(0) cette intégrale, ona 


sae | fae ly + f'ayly + fe — 2) 9(2) 
+ fatally + fey +fr2x—ey yey, 


e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. 9(2) et 
Y(t) sont deux fonctions arbitraires de ¢: la premiére intégrale doit 
étre prise depuis ¢=o0 jusqu’a ¢= y+ fa, et la seconde, depuis 
t=ojusquat=y+ fa. 


Sil’on a 
(46—a@)l—be+ach+h?=0; 


alors j(9) se réduit a l’unité, et ona 
z= aie Mak aati ind EH i 4 + fx) ak vy, (y +f'x)], 


en désignant par 9,(¢) et Y,(2) les intégrales {de g(e) et fay); on 
aura done alors, sous forme finie d’intégrales indéfinies, l’expression 
de s; mais c’est le seul cas dans lequel cela est possible : dans tous 
les autres cas l’intégrale n’est possible, en termes finis, qu’au moyen 
d’intégrales définies. 

L’analyse précédente suppose que les deux racines f et f’ de l’équa- 
tion o=u?+ au+ b sont inégales. Si elles sont égales, alors s est 
égal as’, et la transformation précédente des variables a et y, dans s 
et s, ne peut ayoir lieu. Dans ce cas, supposons f nul dans |’équa- 
tion (b), et /’ la racine de |’équation o = u?+ au + b. La condition 


bd bd ’ . , > J 
de l’égalité des racines de cette équation donne a?= 4b, f/ = — 5% 
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l’équation (b) devient ainsi 


pene 2 yeh Rate Ae lz 
Os? Os’ Os 5s 
Si l’on fait ensuite 
hs _ (4 bl—h8) x! om 
ge ye te RON +h). c= (4) an 


on aura cette équation tres simple 


ui du 


0s? Oa" 


Jai fait voir, dans les Mémoires de Académie des Sciences pour 
année 1773, page 360 ('), que son intégrale est impossible en termes 
finis, au moyen d’intégrales indéfinies, et que l’expression de u ne peut 
étre donnée par une série ascendante d’intégrales indéfinies d’une 
fonction arbitraire. On a observé depuis qu’elle pouyait l’étre par une 
série ascendante de différences de ce genre de fonctions; et ce qui est 
digne de remarque, M. Poisson a fait voir que l’expression de wu ne 
dépend que d’une seule fonction arbitraire, quoique l’équation soit aux 
différences partielles du second ordre. 

Dans les questions délicates de |’Analyse infinitésimale, il est trés 
utile de considérer les choses relativement aux différences finies, et 
de voir les modifications qu’elles subissent dans le passage du fini a 
Vinfiniment petit. C’est ainsi que j’ai fait voir, dans les Memoures cités 
de l’Académie des Sciences pour l’année 1779 (*), la nécessité d’intro- 
duire les fonctions discontinues, dans les intégrales des équations a 
differences partielles, et les conditions auxquelles ces fonctions 
doivent étre assujetties. Je vais employer le méme moyen pour déter- 
miner le nombre des fonctions arbitraires que doit renfermer l’inté- 
grale de l’équation précédente. 

Soit uw une fonction des deux quantités ¢ et ¢’, ef conceyons qu’en la 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 26. 
(2) OEuvres de Laplace, T. X, p. 80 et suiy. 
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déyeloppant dans une série ordonnée par rapport aux puissances de ¢ 
et de 2’, ¥z’ soit le coefficient de 772” dans cette série; w sera la fone- 


I 


. ey . I . . . 
tion génératrice de y¥z.2'3 u| (; —1) — (3 —1)| sera la fonction 


eénératrice de A? y,.— A’yz,.’, la caractéristique A étant relative a la 
variable x, et la caractéristique A’ a la variable a’. Soit 


on aura 


ce qui donne 


sil’ona 
EP EVs a's 


l’équation précédente donnera, en repassant des fonctions génératrices 
aux coefficients, 


2 x'(a'—1) 
Yu,x'—Jrot Z Ay. 9+ Seen enTie | ke he SPY 


ainsi l’expression de y,, ne dépend que de la seule fonction arbi- 
traire y,,,; en sorte que, si l’on a toutes les valeurs de y,,, pour toutes 
les valeurs positives et négatives de a, on aura celles de y,., relatives 
a toutes les valeurs de w et a’. Les intégrations des équations aux dif- 
ferences finies ne sont, & proprement parler, que des éliminations des 
variables données par une suite d’équations formées suivant une 
méme loi. L’équation précédente aux différences partielles donne 


Yue i= Yaa + Py. 2; 
en faisant 2’ = 0, on aura d’abord 


Yer Ya, A* yx 0» 
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en faisant ensuite a’ =1, on aura 
Yx2— Yert Ao ye 


et substituant pour y,,, sa valeur en y,,, donnée par l’équation précé- 
dente, on aura 
Vu2—= Yur 2A ¥2.9+ Atyz.os 


et en continuant ainsi, on parviendra & l’expression générale préceé- 
dente de yz, €N Yz,o- On voit par 1a que le calcul intégral aux diffe- 
rences finies n’est au fond qu’un calcul d’élimination, ce que l’on peut 
étendre au calcul intégral des differences infiniment petites, en obser- 
vant dans les éliminations successives, de rejeter les infiniment petits 
d’un ordre supérieur a celui que l’on conserve. 

L’équation aux différences finies, 


A? x, 2! = A Ves 


se change dans une équation aux differences infiniment petites, en y 


of a au lieu des caractéristiques A et A’ (Mémoures de 
Ox Ox 


L’Academie des Sciences, 1779) ('), et en y changeant y’.,,en y, ona 


substituant 


Lp MS 
det Vie 
Pour avoir ce que deyient alors l’expression précédente de yz’, i 
faut, comme on l’a yu dans les Mémoires cités, faire x’, x’—1,.. 
égaux entre eux et a |’infini; ce quidonne, en désignant y,,, par 9(x), 


dtg(z) x? do(a) 


iek ye tas dz 1.2 dx 


Il est d’ailleurs facile de s’assurer par la différentiation, que cette 
valeur satisfait a l’équation proposée aux différences partielles; mais 
l’analyse précédente montre avec éyidence que l’intégrale complete de 
cette équation ne dépend que d’une seule fonction arbitraire. 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 35. 
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Pour ayoir, sous forme finie, cette expression, au moyen d’intégrales 
définies, nous obseryerons que ofdag te Vz, l’intégrale étant prise 
depuis s = — oo jusqu’é s=.0; = étant Te rapport de la demi-cir- 
conférence au rayon. Nous obseryerons ensuite que dans ces limites 


fern dse-"= 0, 


ona 


l’expression précédente de y peut donc étre mise sous cette forme finie, 
I 7 
J——= [aee™ o(a +asV(/z'), 
rat 


car il est visible qu’en développant en série, par rapport aux puis- 
sances de s, la fonction 9(a + 25/2’), et en intégrant, on aura l’ex- 
pression précédente de y; cette intégrale satisfait ainsi & la condition 
de représenter exactement la série des differences, comme celles que 
jai données dans les Memorres cités représentent les séries des inté- 
grales indéfinies. Il est facile d’ailleurs de s’assurer par la différentia- 


tion, que l’équation 


y =fdse* o(x2+asyV2') 


satisfait & l’équation aux différences partielles 
. dy _ dy 
oak on” 


car ona 


= fdse* "(x +22 V2’), 


o'(ax) étant égal a“ sale Se et o’(a)a = e ? \*), on a ensuite 
ay) 7 ae Te i‘. 
aa = 5a o'(x2+22Vz'); 


or, en intégrant par partie, ona 


Ig =~ — ae 9'(e+asyz’/) + fdse 9" (x +222"), 


2Vax 
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lintégrale étant prise depuis s = — 2 jusqu’as =~, €* o'(v@+ 25/2’) 
est nul a ces limites; car nous supposons la fonction ¢/(a + 25/2’) 


telle que son produit par e~ reste nul lorsque s est infini; on a done 
alors 


Oy Are : ey 
sj = fase C) (2+2sV2')= “ 


L’expression précédente de y, au moyen d’une intégrale définie, est 
compléte, quoiqu’elle ne renferme qu’une seule fonction arbitraire; 
cependant, en développant y par rapport aux puissances de a, on 
trouve que l’on satisfait a l’équation proposée aux différences par- 
tielles, en faisant 


el (a! phd ola ay 2 Oe) 
ves Ace Pa 1.2 dz’ 1.2.3.4 d2'? 
j iE be d? U(x’) 
Ne gon hase tae 


o(x’)et U(x’) étant deux fonctions arbitraires de x’. Cette expression 
parait donc, au premier coup d’eil, plus générale que la précédente, 
qui ne renferme qu’une seule fonction arbitraire; mais nous allons 
faire voir quelle en dérive. 

Supposons que (a+ 22 yz") soit une fonction arbitraire qui ne 
renferme que des puissances paires de «+ 2s yx’, on satisfera par 
ce qui précéde, a l’équation proposée aux différences partielles, en 
faisant 

y =| daze Ita + azz"). 


En développant cette expression de y par rapport aux puissances 
de x, on aura 


y = fadse*| Tas a") + 2! (22 Val) + ott I’ (azVa2’) +.. - 


I'(2s Vz’) ne renfermant que des puissances paires de 22/2’, I’(23 ya’) 
ne renfermera que des puissances impaires de la méme quantité; en 
sorte que l’on aura 


I’ (—asV2') =—I'(azVz'), 
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et, par conséquent, {dse*T"(as Vx’) est nul dans les limites s = — 20 
et s =o. De plus, on a 


[dse" Te" (asV2') = A Lert) (os/2') ait 45 parti yeas 
J Va! a 


2 ve’ 


Le premier de ces deux termes est nul dans les limites s = — et 
s ==, parce que nous supposons généralement P?-"(25 ya) tel 
que son produit par e~* disparaisse lorsque = est infini. Le terme 


(= Vz’) est égal a 
\ 
2 fe dctor(a22), 


on aura ainsi généralement 


fdse* Te)(as/Va') = en Sse dsV(2s\/x'); 


en désignant done par 9(2’) Vintégrale fdse*T'(2s yx’), on aura 


— . z do(z’) a* d* 9(2') oe fa 
ome i! 1.2 dz 1.2.3.4 gi ta fase P(e +25 Va"). 


Si l’on désigne maintenant par II(a@ + 2s Vz’) une fonction qui ne 


renferme que des puissances impaires de a + 25 ya’, on aura 
' on fe 
y =faze~*| oW (222) + — "(22 Va’) +:. als 
L263 
fonction que l’on réduira, comme ci-dessus, & la suivante, en faisant 
/ dzse" Il’ (23/2) = (2), 


zw dv(z') 


— edhe! 
Nase lends 1.2.3 az! 


+.. =fdse? I(x + 22a! ). 


En reunissant ces deux expressions de y, comme on le peut, l’équa- 
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tion proposée aux differences partielles étant linéaire, on aura 


ally oe 8 ole) ze a@o(z’) 
viii dee? dake dx! ee A 
a au(z’) 
Ao ee ae) ee 


= fdse-* [T(x +22Vz')+M(e+a2z Vz')| =fdze* o(x-+25a'), 


ge De Ne 


en faisant 


oa ary REST (2 -as Se eon). 


On voit done avec éyidence comment |’expression de y, qui semble 
renfermer deux fonctions arbitraires g(a’) et b(ax’), ne dépend ce- 
pendant que d’une seule fonction arbitraire. 


Sur le passage réciproque des résultats réels aux résultats imaginaires. 


Lorsque les résultats sont exprimés en quantités indéterminées, la 
généralité de la notation embrasse tous les cas, soit réels, soit imagi- 
naires. L’analysea tiré un grand parti de cette extension, surtout dans 
le calcul des sinus et des cosinus, qui peuvent, comme I’on sait, étre 
représentés par des exponentielles imaginaires. J’ai fait voir, dans ma 
Theorie des approximations des formules qui sont fonctions de tres 
grands nombres, insérée dans les Mémozres de l Académie des Sciences 
pour l’année 1782 ('), que ce passage du réel 4 l'imaginaire pouvait 
encore avoir lieu, méme lorsque les résultats sont exprimés en quan- 
tités déterminées; et j’en ai conclu les valeurs de quelques intégrales 
définies, qu’il serait difficile d’obtenir par d’autres moyens. Je yais 
donner ici quelques nouvelles applications de cet artifice remarquable. 


ae aS. 2b65 dxerv-1 : tog 
Je considére généralement l’intégrale y fe a étant positif 


v 


‘ 


(1) Okuvres de Laplace, T. X, p. 209. 


to 
Or 


OEuvres de L. — XIV. 
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1 
et moindre que l'unité. Soit a =~ * ¥—1; cette intégrale deviendra 


: 1a a 
=) Ti fate™. 
rena ef 


En prenant la premiére intégrale depuis 2 =o jusqu’a & infini; 


la seconde intégrale devra étre prise depuis ¢ = 0 jusqu’a ¢ infini. 


2 ie 
Nommons & l'intégrale / dte~‘“, prise dans cet intervalle; on aura 


* dx erv-4 1 is 
. — 2 -* 
ar ral (—1) ? k; 
e 


\ Rama” 


i-a@ ——— 
(—1) * peut étre représenté par cose + ¥—1sing, et alors ona 


2 


ay rj om 
o+V—r1sin = 93 


[jm .« 1—@ 
—1=(coso +V— ising) eek ed eo : 


’ . 2 4 a 
cette équation donne ——9=(2r-+1)z, r étant un nombre entier 


positif ou négatif, et z étant la demi-circonférence; on a done 


TT 
g=(2r+1)(t—a) ty 
et, par consequent, 


(—1) ® =cos(ar+1)(1—a)= + \/—1 sin(ar+1)(1— 2) 5; 


on a done 


dxetv-" ax cosx dx sinzx 
lca ities 
x x Fy be 


= [cos(ar+ 1a) HY i sin(ar-+1)(1 —a)%| ke 


Lo" 


en comparant les quantités réelles aux réelles et les imaginaires aux 
imaginaires, on aura 


dx cos x k 
(1) [FS = Ap cosar tena), 


lx si 
(2) a sin(ar-+1)(1—a)=, 


PF i I— @ 
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les intégrales étant prises depuis @ nul jusqu’a x infini. Dans cet in- 
teryalle, [=> est une quantité positive et finie, lorsque « est 


moindre que 2. En effet, dans la premiére demi-circonférence, tous 
les éléments de l’intégrale étant positifs, l’intégrale entiére est posi- 
tive. Dans la seconde demi-circonférence, tous les éléments sont né- 
gatifs; mais l’élément qui correspond a sina, dans la premiére, est 


dz sina 
awe 


» et élément qui correspond au méme sinus, dans la seconde, 


dz sinx 


saa REET 


la somme de ces deux éléments est évidemment posi- 


tive; ainsi la somme de leurs intégrales, prises depuis x =o jusqu’a 


Aefl ee dx sinz ‘ 
x=, est positive : or, cette somme est l’intégrale “a prise 


depuis # = ojusqu’a # = 27; cette intégrale, prise dans l’étendue de 
la circonférence, est done positive. On prouvera de la méme manicére 
qu’elle est positive dans l’étendue de la deuxieme, de la troisiéme, ete. 
circonférence; et c’est la somme de toutes ces quantités positives qui 


> eA: 7 dx sin x . . . 9 
forme l’intégrale entiere { ——,—> prise depuis x nul jusqu’a x 
av 


infini. 

Cette intégrale, prise 4 l’infini, est plus petite que sa valeur prise 
dans l’étendue de la premiére demi-circonférence. En effet, si l’on 
de sin 2 
(m+ x’) 
comme ci-dessus, que cette derniére intégrale prise depuis a’ nul 


suppose «x =7+2’, elle devient » et l'on prouyera, 


jusqu’a x’ infini est une quantité négative et, comme elle doit étre 


. pla We EES dxsinz . pe Bs, 
ajoutée a lintégrale { —~,— prise dans l’étendue de la premiere 


demi-circonférence, il en résulte que cette derniére intégrale surpasse 
l’intégrale entiére prise jusqu’a & infin. 


io ay d ; » sin dx sin 
L’intégrale {=> est égale & —— + af et cette der- 


to x eel 


niére quantité se réduit & son second terme, lorsque les intégrales 
sont prises depuis 2 = o jusqu’’ & infini: or, on vient de voir que 
la seconde intégrale est toujours positive et finie, lorsque « est 


196 MEMOIRE SUR DIVERS POINTS D’ANALYSE. 


. mlb age’: popes dx COSx , a. 
moindre que l’unité. L’intégrale [= est done aussi positive et 


“ 


finie. Tous les éléments de cette intégrale sont positifs depuis a = o 


. 


+ a’, Pintégrale se réduit a 


wlA 


- En faisant ensuite 2 = 


vy 1A 


jusqu’a 2= 


dx’ sin 2’ ’ . ee ee + 
— [{ ———— > et l'on voit par ce qui précéde, que cette derniére 


T a 
G+") 
2 
intégrale, prise depuis a nul jusqu’a x’ infini, est une quantité 


P Seal Mea pile Ax COS2x an caves aul See ik 
negative; Vintegrale partielle {| —~{—> prise depuls ul jusqu a 


x =~, surpasse donc l’intégrale entiére prise jusqu’a l’infini. 
2 
Reprenons maintenant les équations (1) et (2) et supposons d’abord 


1— « infiniment petit, l’équation (2) donnera 


i sin eras 1) Ek, 


ae 


— 1% 


et 
A est égal a Vintégrale /dte“*, et cette intégrale devient ici [dee ; 
Tant que ¢ est moindre que l’unité, e~* est égal a Punité; et il devient 


nul, lorsque ¢ surpasse l’unité; 4 est done égal d lunité. Maintenant, 


je. "dx sine ° , went ; 
lintégrale | ——— est moindre que cette méme intégrale, prise 


depuis 2 =o jusqu’a #=7; et cette derniére intégrale est plus petite 
oo ‘x dx ; , P A 
que | intégrale { =“, prise dans le méme interyalle, et, par consé- 


quent, plus petite que 7; il faut done ici faire ro et k=1, ce qu 


dz sinzx T 
—————_ — -) 
Zz 2 


Pe ; : axcosx .- : OS 
l’équation (1) donne alors {== infini, comme cela doit étre. 


donne 


— £9 


ra I *4 

Si l'on suppose «= 57 on aura k = [dte , et cette derniére quan- 
ye | er ae . o°h . . , . , ' é 
tite est yz, comme je l’ai fait voir dans les Mémoires de l’Académie 
des Sciences pour l’année 1782 ('); les équations (1) et (2) deviennent 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 223, 
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done 
dx cosx — ori 
posh aed =r €05 — 7 
Va 4 
dz sinz — 2a) 
ioe tT sin Ty 
“x 


(2r-+1)t 
4 
suppose r nul ou un multiple de 4; alors, ona 


le sinus et le cosinus de doivent done étre positifs, ce qui 


Dl =— 1) 2r-+ti1)t 
pe mee aes 


I 
ian Pele: rem uaa Shree 


SN dx sing = (A = 


Mascheroni, dans un Ouyrage intitulé Annotationes tn Caleulum inte- 


partant 


via 


. , dx COSx : ne 
gralem Eulert, a trouvé a ae 273; mais cette valeur est évi- 
x 
dx Cosx , 
demment trop grande, car on a yu que sah est moindre que 
a 


lintégrale partielle, prise depuis 2 =o jusqu’’ x= -, et cette inté- 


grale partielle est plus petite elle-méme que l’intégrale {=> prise 
Ve 


dans le méme intervalle : or, cette derniére intégrale est ¥27; done 
dx cosa 
Vax 


- 3 
Si a= ->» on aura 


4 


est moindre que 27. 


k Se ae 


setts du 
En nommant 7’ l’intégrale mor prise depuis u=o jusqu’a 


(1—u')? 


Wa 1, On A 
nm’ = 1,311028 777 146 059 87 


et 
fez = yn! 27 = 0,906 4o2 
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(Mémoires de l’ Académie des Sciences, 1782, p. 21) ('); ona ensuite 


dx COSx ar+i1)T 

[ ; 4k cos! LE 

a* 4 . 

ax sinx 2r+i1)t 

—— =k sin > 1% 

at ’ a 
i rsh 42 dx sina 63 
Ici, on peut supposer encore r nul; car l’intégrale / ——,;— doit 

2 


, : ar dx sinx dx sinx pa Ket 
étre comprise entre les intégrales 7 et f —{— at est ce 
cy : 


quialieuen supposantr nul, car alors ces trois intégrales sont 1, 2533; 


>» ~ orn as dx COS x aun A 
1,3875; 1,5708 : la valeur de l’intégrale (pam est 3,34963. 
ee 


Si « est infiniment petit, alors & = [dtc Se | dtemtes 1, ensuite 


ona 


‘dzsinz wee 
ae =sin(ar-+1)> =p We 

adn ET a, en Oe 
x ia " su Ses 


or ona, pour ce qui préceéde, 


dxcosx2 dx sinax 
aH =e yen” 


et, dans le cas de « infiniment petit, 


dxsinz _ (dxsinzx To 
geri as x Tras 


dzcosx an 
xt > ty 


En comparant cette valeur a la précédente, on voit que r doit étre 


done 


supposé nul. 


1 ae ie I 
Considérons encore le cas de « = rk Dans ce cas, ona 


k = fate"; 


(') OEuvres de Laplace, T. X, p. 226. 
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en faisant ¢ =”, on aura 


k= Bf alee"; 
or on a (page citée des Mémoires de l’ Académie des Sciences) 


refi die “dt tena. 

onaura donc 
| Sooo _3nya_ = 0,919 062. 
16 ONE 


rT dz sinx ee 

On peut encore ici supposer 7= 0, parce que {| ——— doit étre 
a 

dx sina , 


ie pate ; . (ax sina 
— a? & efant infiniment petit, et ; ona 


cL! ? 
2 
eke 


compris entre f 


ainsi 


dx sinz dz cosx 
12d, ——— — — 6,4 689- 
at at 


Si l’on rassemble ces divers résultats, on en formera le Tableau 


suivant : 
dz sina i dx cosxr 
a, ae ‘ Er 


Deo. Simla 0! wisi evar — I,0000 0 ,0000 
3 Et Cee ee E, 1321 0, 4689 
5 Sita atoreboner tote: cheese 1,2533 T2000 
: Peed eee Celnee st I ,3875 334963 
; Saale wisi ctehel ounr eva raya 1,5708 ie) 
Poses Bsr BRO 1,8756 ca 

: A Ud WOO oc 2,2507 <0 

Z 466 

i a ¥canaical tee a aue ver bene 44662 oe) 

: aL ae edhe & os 


De la nous pouvons généralement conclure que, dans les équa- 
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tions (1) et (2), r peut étre supposé nul, et alors elles deviennent 


_ da cose. Ff sin 2™ 
(9) | ze ~~ 1—a@ 2” 
Ly desing.) Ak Ne aT 
(4 a "iI @ 2° 

on doit y joindre l’équation 

‘i dx sinx k < OT 

(9) = = — sin: 
4 ax a(i— a) 2 


Pour donner une application de cette analyse, considérons une lame 
élastique repliée naturellement sur elle-méme en forme de spirale. 
Conceyons que son extrémité intérieure soit fixe, et que la lame puisse 
étre développée dans une ligne horizontale, par un poids p suspendu 
a son autre extrémité. Dans cet état, action du poids sur un élément 
de la lame, placé a la distance s de l’extrémité, sera ps; et le ressort de 
élément doit lui faire équilibre. Ce ressort est réciproque au rayon 
osculateur de la lame dans son état naturel. En nommant done r ce 
rayon relatif & la partie s de la lame, prise de son extrémité exté- 
rieure, on aura 


ps = =) 


g étant une constante dépendant de Vélasticité propre de la lame. 


Nous ferons =a’, a étant une droite, pour conserver lhomogénéité 


ta) ; * 
des dimensions; on aura ainsi, dans l’état naturel de la lame, 


Maintenant conceyons dans cet état, et par l’extrémité extérieure de 
la lame, deux coordonnées orthogonales x et y dont la premiére soit, 
a cette origine, tangente a la lame; on aura 


dy 
ds a ds 


ee ee 
ie dy* 
ey cA 

ds? 
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ss = sin {? 
a os bi 
Ca ds\ 
fee {? ) 


: I s 
substituant pour — sa valeur —> on aura 


ce qui donne 


et, par conséquent, 


52 


n $2 : 
a= | ds COS => y =f dssin 


. 
2 


2a 


Euler parvient aux mémes équations, dans son bel Ouvrage Sur les 
isoperimetres, page 276; mais il ajoute : « Curva ergo erit ex spiralium 
genere, ita ut infinitis peractis spiris, in certo quodam puncto tanquam 
centro convolyatur, quod punctum ex hdc constructione invenire difficilli- 


mum videtur. » La détermination de ce point se déduit facilement de 


Ge 


>. A A . a 
l’analyse précédente; car, en faisant —; = 9, on aura 


2b he 


lo si 
eee MON et eee Pr. —- ( ae a 
a9 V20 V20 


les intégrales étant prises depuis 9 nul jusqu’a o infini; alors ona, par 
ce qui précede, 


I Cz 
PTAA Teer 


On peut généraliser l’analyse précédente, en l’appliquant a l’intégrale 


ax e-fe+guyt 
axe ‘ 


1 
. ‘ae are 
fx—g2ezV—i1=t, 


Si lon fait 


lPintégrale devient 


dte-t’* 


(emia heslaibeie iene 


> ae 
en nommant donc, comme ci-dessus, & l’intégrale | dte™ prise 


depuis ¢ nul jusqu’a ¢ infini, et substituant, au lieu de as, 
Okuvres de L. — XIV. 26 
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cosgxa + y—r1singa, onaura 


da eS —. ~e k 
(6) | =a (cosgean+ Va singe) = aaeayioe 


“ 


l’intégrale étant prise depuis 2 nul jusqu’a 2 infini. 
] ; I “a . 
Représentons la fraction Gena pat h( cos + v— Tsin 9) ry 
—gV-1 


nous aurons 


5 


— 44 ° m—.: 9 
f-—egeV—i=h cos —— —V—1 sin > 
: L— & L— & 


ce qui donne 


h*—' cos—— =f, 
= 
Aft sin == ey 
d’ot l’on tire 
Ct & 
tang oor a 
a—t1 


k= 6S? = 27). 4). 
La premiére équation donne 


g9=(A+rn)(1—2@), 


A étant le plus petit angle positif dont & soit la tangente, et r étant un 


fi 
nombre entier, que l’on doit supposer nul, d’aprés ce gui précéde. 
Cela posé, l’équation (6) donnera les deux suivantes 


pe Cdxe-l* cosg ax kcosA 
o feer. _ 
A Ti tei eS 
(8) — sing x ai AsinA ; 
Ee — 
(ae )( J+ 87) * 


Ona, en prenant les intégrales depuis # nul jusqu’a 2 infini, 


-dre-f* cosgx SJ dxe-** sing x a dxe-S* sing x 
ee rah (FE Came ee Serene mart 
& w & @ 


re 
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on aura done 


dxe fz sin CXL k , 
is [= arn (eco A — ssi); 
a(1—a)(f?+ g?) 2 


en supposant fnul et g=1, ona 


tan 2 : 
= SSS, 
oyea 6 e 
ce qui donne 
oO Tk 
eae 
La 2 
et, par conséquent, 
Tk 
(ee : (1— a); 


alors il est visible que les équations (7), (8), (9) coincident avec les 
équations (3), (4), (5). 


Sur UVintégration des equations aux différences finies, non linéatres. 


Jusqu’a présent, les géométres se sont principalement occupés des 
équations aux différences finies, linéaires; ce sont, en effet, celles qui 
se présentent le plus fréequemment dans ce genre d’analyse : mais la 
considération des équations non linéaires pouvant étre utile, je vais 
exposer ici une méthode pour les intégrer dans plusieurs cas. 

Jai déja observé que lintégration des équations aux différences 
finies n’est, au fond, qu'une élimination entre un nombre quelconque 
d@équations semblables. En désignant done par 2” et x”*" les deux 
variables d’une équation donnée entre elles, cette équation se changera 
dans une équation aux différences finies. Pour l’intégrer, différentions 
cette équation par rapport aux différences infiniment petites dx’ 
et dx*"); on pourra, au moyen de l’équation proposée et de sa diffé- 
rentielle, parvenir a une équation de cette forme, 


da) o( ai”) — dalt+!) p{ aoe) ) 
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et, par conséquent, & l’équation 
f dx) ("+") — [de o(a) =a. 


Cette équation n’est qu’une transformée de la proposée, mais dans 
laquelle les deux variables sont séparées. 

Si, dans la proposée, Jes deux variables 2” et 2”*" entrent de ma- 
niére que l’on ait Y(a"*") = o(av"*"), la transformée deviendra 


[ dain) o( aint) — [dx g(a) =a, 
et, en intégrant 


f: dx) o(x\"))—an-+ b, 


b étant la constante arbitraire introduite par lintégration; on aura 
ainsi 2” en fonction de an + 6. Appliquons cette méthode & quelques 
exemples. 

Considérons d’abord l’équation 


; o=1—B(2—y)+2y, 
ce qui donne 


ro I+ zy. 
6 = z—F7" 
en différentiant, on aura 
ada aye 8 
i+zt i+y* i 
et, par consequent, 
p dy 
I +a? Ji+y? 


a étant une constante qui doit étre une fonction de 8; car cette der- 
niére équation n’est qu’une transformée de la proposée. Maintenant, si 
l’on fait = a”), y= 2™, cette proposée se change dans I’équation 
aux differences finies, 


o=1— B(ale+) =. Auam) me BATES) olny, 
ou 


O=1+ (2) — B) Axl) + gln)?, 


Sa transformée deyient 


pee: da(n+1) da\ 
“TP rep eerie P paar 
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dx”) 
Berges ee 
1—- xi") 


dzx\™) 
I+ x(n)? =an + b, 


6 étant la constante arbitraire introduite par l’intégration aux diffé- 


alr) 


SS aaa j (7) 
SaaS est, comme on sait, arc tanga”; 


ou 


en l’intégrant, on aura 


rences finies. L’intégrale 


ainsi ’ona 
xz”) = tang(an-+ b). 


Pour déterminer a, supposons 7 et 6 tels que an + bd soit nul; on 
aura x”) nul, et 2+" = tanga : or, l’équation précédente aux diffé- 
rences finies donne, lorsque x” est nul, 


al) — ~ — tanga; 
cars a 


I 


6 


a est donc l’angle dont la tangente est =- L’arbitraire } est l’angle dont 


la tangente est 2. 
Considérons maintenant |’équation 


o=1—B6(2?+ y*) + ayzry + 2’ y?, 
elle donne, en la différentiant, 


dx" = ey oy ee fe ye 6B)? + ayxry(a*— 6) ee. 
ge Ci deed Sco ae 5 


ik lames th ae ch V deere oo eat 


‘ é 2 I1— 6y?+ syxry 
Substituant dans le numérateur, pour x? sa valeur —"2——-/"* 


eS em 
5 ‘ I— B2?+ 2yry 
et dans le dénominateur, pour y? sa valeur —So Fr —? on aura 

9 SS ie ee ae 

{— ——_,—-_ 2° + a‘ 

Cie 6 es 
dvi I+ B?— yy? , 
y ios ity +y' 


en faisant done 
aT aie 
sees aera 
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on aura 
dx dy 


a nt are eae —S Ch, 
Vi—2aaexv+at Vi—2ay?+y' 


et en intégrant, on aura l’équation suivante, qui n’est qu’une trans- 
formeée de l’équation proposée, 


=a. 


Wheres ee a. y* 


Si l'on fait maintenant x = x"*", y= a”; la proposée se changera 
dans l’équation aux différences finies, 


o=I— B( alee)? a(n)*) “s ay clatti gta ae eln+t)? a(n)? 


et sa transformée devyiendra 


da 
A Se Cy 
Vi — za al)? 4 gin) 


dot Von tire, en intégrant aux différences finies, 


7 da”) b 
——— ere (B= 
Vi— 2axl")? 4. gin) ; 


b étant une constante arbitraire, qui est égale a 


dx\°) 


Vi— 20x19)? + alo 


Pour déterminer a, nous désignerons par Y(a”)) intégrale 


dax™) 
yi 1— 244")? + zy 
et a par ¥(qg); nous aurons 
yer) — (a2) = b(q). 


Supposons que (a) soit nul, lorsque a est nul; on aura, en fai- 
sant 2° nul, 
(2%) =b(¢g) ou g=ai); 
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, I 
or, la proposée donne alors x)= —, done 


partant 
Yam) =no() +42). 


En tirant de cette équation la valeur de x”, on aura l’intégrale de la 
proposée. La valeur de Y(a”), en quantités algébriques, circulaires ou 
logarithmiques, est impossible en termes finis; il est done impossible 
de représenter autrement que par une caractéristique l’expression 
de «”; mais il est remarquable qu’elle dépende de la rectification des 
sections coniques. 

On peut semblablement intégrer par une quadrature transcendante 
Péquation générale aux différences finies, 


0 S= pt b( art) 4 actPr} = c( arth)? alr") + fair) alm) 
= Saver) att) (alr+0 + ah?)) =e hack®41)7 a(n)? 
car, si l’on fait 


La!) + p 


a(n) ieee bine Dts 
peo) wg? 


on aura une équation différentielle en a” de la méme forme que la 
précédente; et, en déterminant convenablement les trois arbitraires /, 
p etq, on pourra faire disparaitre les coefficients de (a’"*) + a’) et 
de va (ae +. a’), et rendre égaux le coefficient constant et 
celui de a’”’'a'"*™, L’équation différentielle est alors réduite a la 
forme de celle que nous venons d’intégrer. 


Sur la réduction des fonctions en Tables. 


Pour réduire en Tables les valeurs d’une fonction 4 une seule ya- 
riable, on donne & cette variable des valeurs numériques successives, 
et telles que ses accroissements soient trés petits et égaux entre eux. 
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On place ensuite & cdté de chaque accroissement la valeur correspon- 
dante de la fonction. Une Table ainsi formée se nomme Table a simple 
entrée. Elle donne non seulement les valeurs de la fonction, corres- 
pondant aux accroissements indiqués de la variable, mais encore 
celles qui correspondent aux accroissements intermédiaires : une 
simple proportion, ou, si l’on veut plus d’exactitude, la méthode des 
différences fait connaitre les valeurs intermédiaires de la fonction. 

Si la fonction renferme deux variables a et y, alors, en donnant a & 
une yaleur déterminée, on fera croitre successivement y, et l’on pla- 
cera la yaleur correspondante de la fonction & cdté de chaque accrois- 
sement. On formeraainsi, pour chaque valeur de a, une Table a simple 
entrée, et la réunion de ces Tables correspondant aux accroisse- 
ments successifs de a, formera une Table & double entrée, qui repré- 
sentera la fonction proposée, en wet y. 

La Table de Pythagore, qui donne le produit xy des deux nombres x 
et y, est le cas le plus simple de ce genre de Tables; et en la prolon- 
geant jusqu’a un nombre considérable, elle donnerait les produits des 
grands nombres; mais alors elle deviendrait embarrassante par son 
étendue excessive : on faciliterait donc extrémement les calculs numé- 
riques, en la réduisant & une Table & simple entrée. 

Pour y parvenir, il faudrait pouvoir réduire wy a une ou plusieurs 
fonctions de la forme 9(X + Y), X étant une fonction de a et Y étant 
une fonction de y. Alors on aurait X, au moyen des valeurs de x, par 
une Table & simple entrée; la méme Table donnerait encore Y, au 
moyen des yaleurs de y; car, dans le cas présent, Y est une fonction 
de y, entitrement semblable 4 celle de X en a. Enfin, une Table a 
simple entrée donnerait encore zy, au moyen des valeurs de X + Y. 

Voyons maintenant si cette réduction de ay est possible. Supposons 


zy =o(X+Y). 
En differentiant cette équation par rapport & x, on aura 


dr 


I aX = 9 (X+ Y), 
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do(z) 
d 


oe 


en désignant par o’(z). On aura pareillement, en différentiant 


par rapporta y, 


d Ss 
2 =9'(X+Y). 


La comparaison de ces deux équations donne 


dt dy 
xvdX oy dy’ 


le premier membre de cette équation étant fonction de x seul, et le 
second membre étant fonction de y seul; il est clair que les deux va- 
riables x et y étant indépendantes, chacun de ces membres doit étre 
égal 4 une méme constante que nous indiquerons par g; on aura donc 


da ee 5 
wdx 1 — ¥d¥ 


Les intégrales de ces équations sont évidemment 


pas ke, YS Bet. 


A et B étant deux constantes arbitraires, car il est visible que l’on a 


dz = Ae™(e74X — 1) = x(e7¢% — 1), 
ce qui donne 
ALi 5 
wdk 7? 
silona 


1 
ef¢X __ 1 —@qdX ou e=(1+qdX)I%, 


En développant le second membre en série, par le théoréme connu 


I 


. , . ’ “a 0 : 
du binome, et négligeant l’unité, eu égard a gax? on aura 


+ fees seh PIO EES 


I 
Cen : SETA 
te oe B23 ety A 


on aura ainsi les trois équations 


es Ae®, Mas B em, ay AB eUX+¥) « 


OEuvres de L. — XIV. 27 


210 MEMOIRE SUR DIVERS POINTS D’ANALYSE. 


et il est visible que les Tables & simple entrée, dont on a parlé ci- 
dessus, se réduiront & une seule, si l’on fait A= B = 1; et alors X et Y 
sont nuls, lorsque x et y sont égaux a lunite. 

La Table & simple entrée, que |’on obtient de cette maniére, est une 
Table de logarithmes, X étant le logarithme de a. Les logarithmes sont 
hyperboliques, si g est égal & l’unité, c’est-d-dire si l’accroissement 
infiniment petit du logarithme X est égal a celui du nombre &, lorsque x 
est égal & l'unité. Les logarithmes sont ceux que l’on nomme tabu- 
laires, sig est tel que l’on ait e?= 10. Cette valeur de g offre l’avantage 
de donner les logarithmes des nombres dix, cent, mille, etc. fois plus 
grands ou plus petits, en ajoutant ou retranchant de ces logarithmes 1, 
60 3/00 'G, .:.- 

Si l’on emploie deux fonctions pour représenter ay, si, par exemple, 

: 


on suppose 
zy =o(X+ Y)—9(X—Y), 


on aura 
aa - ay = v r r uv 
I axa 7 yi =P (A+ YX) — G(X — ¥), 
; ; , do'(z) 

o"(s) étant égal a - a - On aura done 

aa en 

qa +a2r2=0, 

dy As ae aN 

aY? ng iad 


a étant une constante quelconque. Le cas le plus simple est celui de a 
nul, et alors on peut supposer 2 = X, y = Y; ce qui donne 


o=—o"(X+ Y)—9"(X—Y). 
Ainsi, 9’(X + Y) est égal & une constante et, par conséquent, 
o(X + Y) est de la forme 6(X + Y)?+ p(X + Y)+q; 6, pet g étant 


des constantes. L’expression précédente de xy déterminera ces con- 
stantes, et elle donnera 


zy =-[(e©+y)*—(2#—y)']. 
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En formant une Table & simple entrée, de la fonction <2, la diffe- 


rence des deux nombres qui répondront dans cette Table & t= a + y 
ett=a — y ou y — a, suivant que X sera plus ou moins grand que Y; 
cette difference, dis-je, sera le produit ay. 

En faisant a = 1, les équations 


Pa vod ay 
Bea TO ane 


XS 
| 
° 


seront satisfaites, en faisant a = sinX, y= sinY; et alors on aura 


Ly = ~ [cos(X — Y) — cos(X + Y)]; 
on peut donc, au moyen d’une Table de sinus et de cosinus, déter- 
miner le produit des deux nombres « et y; on déterminera les angles X 
et Y au moyen de leurs sinus a et y, et en prenant dans la Table les 
cosinus des angles X — Y et X + Y, leur demi-différence sera le pro- 
duit wy. Cette maniére ingénieuse de faire seryir les Tables de sinus a 
la multiplication des nombres fut imaginée et employée un siécle 
environ ayant l’inyention des logarithmes, qui, comme on yient de le 
voir, ne dépendant que d’une seule fonction o(X + Y), est beaucoup 
plus simple et rend trés facile la division des nombres, leur éléyation 


aux puissances et l’extraction de leurs racines; car ona 


FY b 


Ve 


— eg\X—Y) el a — eye : 


ainsi la division se réduit a une soustraction; |’éléyation aux puissances 
se réduit 4 une multiplication et l’extraction des racines & une division. 

La facilité de tous ces calculs rend les logarithmes un des instru- 
ments les plus puissants de l’esprit humain et, lorsque le systeme mé- 
trique sera généralement adopte, ils deviendront d’un usage commun 
dans la Société, a laquelle ils seront aussi utiles que notre échelle 
arithmétique, dont ce systéme est le complément. On doit donc multi- 
plier, le plus qu’il est possible, les usages des logarithmes et par leur 
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moyen réduire en Tables & simple entrée les Tables & double entrée. 
C’est ce que j'ai fait a l’égard de la Table des réfractions astronomiques, 
publiée par le Bureau des Longitudes, et dans laquelle la formule des 
réfractions, que j'ai donnée dans le dixiéme Livre de la Mécanique 
céleste, est réduite de cette maniére & des Tables & simple entrée. 
M. Oltmans a fait ensuite la méme chose a l’égard de la formule des 
hauteurs conclues des observations barométriques. 

On peut généraliser l’analyse précédente, en considérant une fonc- 
tion quelconque o(X + Y). Supposons que I’on ait généralement 


u=o(X+Y), 
en différentiant, on aura 
Ou dx sais - LC ere ; 
partant 
dx Ou 
K_ wy 
ay «Ou 
dY Ox 


Il faut done, pour que la réduction soit possible, que le quotient de 


ee Ou : Bins , . 
ort divisé par >? soitde la forme 7» S étant une fonction de x, et T une 


fonction de y. L’équation différentielle 


o=Sdx+Tdy 


a pour intégrale 
const.= [S$ dx +f T dy, 


elle a done aussi pour intégrale u = const.; ainsi toute équation finie 
en x et y, qui, de plus, renfermant une arbitraire, satisfait a l’équation 
precedente, donne pour l’expression de cette constante une fonction 
de w et de y, dont on pourra déterminer les valeurs au moyen d’une 
Table a simple entrée. 


On a yu précédemment que l’équation 


o=1—6(2*+ y*)+27xey + xy? 
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donnait la suivante, 


dx dy 


oe 


ee a __E_E_—_—————————) 
Vi-—202%7+2% Vi—e2ay?+y' 


dans laquelle 
ce 6? — »? 


L—i- ts > 


29 


et comme « est donné en fonction des deux constantes § et y, l’équation 
finie précédente renferme une constante arbitraire et, par conséquent, 
elle est Pintégrale complete de léquation différentielle. En effet, si 


I D . > * ° 
l'on suppose ti a’, l’équation finie devient 
0 = a?— (224+ y?)+ 2ry V1 — 2007+ a+ aay’, 


a élant une constante arbitraire qui ne se rencontre point dans |’équa- 
tion différentielle. Cette équation donne 


eT — val 
aa ZV yVX 


r > 
I— xv*y* 


Y étant égal 81— 2ay?+ y', et X étant1 — 2027+ x. Ona de plus, 


par ce qui précede, 
p(2y=$(y) + $(a), 


, gh dx bene 
Y(a) élant Pintégrale {@ cette intégrale commencant avec x; en 
Y © . ‘e . ¢ x] a oy 2A ag 7 a mn Al mM ’ , 
formant done une Table a simple entrée des valeurs de (a), cette 
fa 2V¥ —y VX ne 
lable donnera les valeurs de my ou de a; car la difference 
bia) — YCy) étant égale a (a), cette Table donnera la valeur de a. 
On pourra méme, au moyen d’une seconde Table a simple entrée, qui 
donne les valeurs d'une fonction quelconque ['(a) de a, avoir celle 
2V¥ —vVX 
Ce ee ay 
creo er ml 

Si l’on fait A=1—24a?+a', l’équation algébrique précédente 
donnera - 
— yVA+aVyY 
— i aye? 
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en changeant zen 2” et y en v”~", on aura 


aie aint) JK 4 aX (1) 


* 1— @ gir? 


X” étant ce que deyient X lorsqu’on y change x en x”. On aura, au 
moyen de cette équation, la valeur de 2” en x® et a; car elle donnera 
la valeur de a) en fonction de ces deux quantités; ensuite elle 
donne x* en fonction de x" et de aet, par conséquent, en fonction 
de a et de a, en substituant pour x) sa valeur, et ainsi de suite. On 
aura ainsi 2” en fonction de x, a etn; or ona, par ce que l’on a yu 


v(2™) =nrb(a)+ (axl?) ; 


en désignant donc par le signe renvyersé # la valeur de a” en (2x), 


en sorte que l’on ait 
al) = p[b(a™)]; 
on aura 
x2 = AT nd(a) +(e) ]. 


La Table & simple entrée qui donne (a) en w donnera done la valeur 


de a”, 


Supposons « = — 1; on aura 
£ ai") 4 g dx 

a $. 2)2 (”) =: ! 7 = —_—_—_——— —_ .! 
X = (1+ 2)', x py = y(2)= raat == arc tang2; 


v(a) sera donc are tanga et, par conséquent, p(a) sera tanga; on 


aura done 
a = tang(narc tanga + arc tangz'?)), 


ainsi la Table des tangentes donnera généralement la valeur de a” ou 
les valeurs de l’intégrale de l’équation aux différences finies, 


o= a— (271 gl") + axl? g(r), 
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SUR 


LA THEORIE DES TUBES CAPILLAIRES °°. 


Journal de Physique, t. LXIt; 1806. 


Ce Mémoire, destiné & paraitre parmi ceux de la premiére Classe de 
l'Institut (*), est précédé par l’analyse suivante de la théorie qu'il 
renferme, et que l’auteur nous a communiqueée. 

Clairaut a soumis le premier, a une analyse exacte et rigoureuse, 
les phenoménes des tubes capillaires, dans son 7raité sur la figure de 
la Terre. Mais sa théorie, exposée avec l’élégance qui caractérise ce 
bel et important Ouvrage, laisse a désirer l’explication complete 
du principal de ces phénoménes, qui consiste en ce que l’éléyation du 
fluide au-dessus de son niveau, dans les tubes de méme matiére, est 
en raison inverse de leurs diamétres. Ce grand géoméetre se contente 
d’observer, sans le prouver, qu’il doit y avoir une infinité de lois 
d’attraction qui, substituées dans ses formules, donnent ce résultat. 
Jai cherché, il y a longtemps, a suppléer ce qui manque & la théorie 
de Clairaut : de nouvelles recherches m’ont enfin conduit non seule- 
ment a reconnaitre l’existence de semblables lois, mais encore 4 faire 
voir gue toutes les lois dans lesquelles l’attraction cesse d’étre sensible 
a une distance sensible, donnent |’élévation du fluide, en raison in- 
verse du diamétre du tube; et il en résulte une théorie complete de ce 
genre de phénoméne. 

Clairaut suppose que |’action du tube capillaire est sensible sur la 


(*) Extrait d’un Mémoire lu a l'Institut, le 23 décembre 1805; par M. Laplace. 
(2) OEuvres de Laplace, T. IV. Supplément au Livre X. 
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colonne infiniment étroite du fluide, qui passe par l’axe du tube. Je 
m’écarte en cela de son opinion et je pense, avec Hawskbée et beau- 
coup d’autres physiciens, que l’action capillaire, comme la force ré- 
fractive et toutes les aflinités chimiques, n’est sensible qu’d des dis- 
tances imperceptibles. Hawskbée a observé que dans les tubes de verre, 
ou trés minces, ou trés épais, l’eau s’élevait & la méme hauteur, toutes 
les fois que les diamétres intérieurs étaient les mémes. Les couches 
cylindriques du verre, qui sont & une distance sensible de la surface 
intérieure, ne contribuent done point & l’ascension de eau, quoique 
dans chacune d’elles, prise séparément, ce fluide s’éléverait au-dessus 
de son niveau. D’ailleurs une expérience bien simple prouve la vérité 
de ce principe. Si lon enduit d’une couche extrémement mince de 
matiére grasse la surface intérieure d’un tube de verre, on fait dispa- 
raitre sensiblement l’effet capillaire. Cependant le tube agit toujours 
de la méme maniére sur la colonne fluide de son axe; car les attrac- 
tions capillaires doivent se transmettre a travers les corps, ainsi qu’on 
observe dans la pesanteur et dans les attractions et répulsions ma- 
gnétiques et méme électriques. Newton, Clairaut et tous les géoméetres 
qui ont soumis au calcul ce genre d’attractions, sont partis de cette 
hypothése : l’eflet capillaire étant donc détruit par Pinterposition d’une 
couche de matiére grasse, quelque mince que soit son épaisseur, 
l’action du tube doit étre insensible a une distance sensible. 

Le phenoméne suivant fournit une nouvelle preuve du principe que 
je viens d’exposer. On sait que, par une forte ébullition du mercure 
dans un tube capillaire de verre, on parvient a élever ce fluide au ni- 
yeau, et méme au-dessus, par une ébullition plus longtemps continuée. 
Ce phénoméne me parait dépendre de la petite couche aqueuse qui, 
dans |’état ordinaire, tapissant la surface intérieure du tube, affaiblit 
l’action réciproque du verre et du mercure, action qui s’accroit de plus 
en plus, & mesure que, par l’ébullition de ce fluide dans le tube, on 
diminue l’épaisseur de la couche. Dans les expériences que j’ai faites 
avec M. Layoisier sur les barometres, en y faisant bouillir longtemps 
le mercure, nous ayons fait disparaitre la convexité de sa surface inté- 


SUR LA THEORIE DES TUBES CAPILLAIRES. 219 


rieure; nous sommes méme parvenus & la rendre concave; mais nous 
avons toujours rétabli l’effet de la capillarité, en introduisant une 
goutte d’eau dans le tube. Si l’on considére maintenant le peu d’épais- 
seur que la couche aqueuse doit avoir, surtout lorsqu’on a bien fait 
sécher le tube et le mercure, ce qui ne suflit pas pour détruire la 
capillarité, on jugera que l’action du verre sur ce fluide n’est sensible 
qu’a des distances insensibles. 

En partant de ce principe je détermine, par les formules de mon 
Traité de Mécanique céleste, Vaction d’une masse fluide terminée par 
une surface sphérique concave ou conyexe, sur une colonne fluide 
‘intérieure, renfermée dans un canal infiniment étroit qui passe par 
Vaxe de cette surface. Par cette action, j’entends la pression que le 
fluide renfermé dans le canal exercerait en vertu de l’attraction de la 
masse entiére, sur une base plane, située dans l’intérieur du canal, 
perpendiculairement & ses cotés, a une distance quelconque sensible 
de la surface, cette base étant prise pour unité. Je fais voir que cette 
action est plus petite ou plus grande que si la surface était plane : plus 
petite, si la surface est concave; plus grande, si la surface est convexe. 
Son expression analytique est composée de deux termes : le premier, 
beaucoup plus grand que le second, exprime l’action de la masse ter- 
minée par une surface plane, et je pense que de ce terme dépendent les 
phénoménes de l’adhérence des corps entre eux, et de la suspension 
du mercure, dans un tube de barométre, 2 une hauteur deux ou trois 
fois plus grande que celle qui est due a la pression de l’atmosphére. Le 
second terme exprime la partie de l’action, due a la sphéricité de la 
surface : il est positif ou négatif, suivant que la surface est conyexe 
ou concave. Je fais voir que dans l’un et l’autre cas ce terme est en 
raison inverse du rayon de la surface sphérique. De la je conclus ce 
théoreme général, savoir: gue dans toutes les lois ow l’attraction nest 
sensible qua des distances insensibles, V action d'un corps terminé par 
une surface courbe, sur un canal inteérieur infiniment etroit et perpendi- 
culaire a cette surface dans un point quelconque, est égale a la demi- 


somme des actions sur le méme canal, de deux spheres qui auraient pour 
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rayons, le plus grand et le plus petit des rayons osculateurs de la surface, 
a ce point. Au moyen de ce théoréme et des lois de l’équilibre des 
fluides, on peut déterminer la figure que doit prendre une masse fluide 
animée par la pesanteur. Je prouve que dans un tube cylindrique d’un 
diamétre considérable, la section de la surface du fluide, par un plan 
vertical, est une courbe du genre de celles que les géométres ont 
nommées eélastiques, et qui sont formées par une lame élastique pliée 
par des poids; cela résulte de ce que dans cette section, comme dans 
la courbe élastique, la force due & la courbure est réciproque au rayon 
osculateur. Si le tube est trés étroit, la surface du fluide approche 
d’autant plus de celle d'un segment sphérique, que le diamétre du 
tube est plus petit; je prouve ensuite que, dans divers tubes de méme 
matiére, ces segments sont a trés peu prés semblables; d’ot il suit 
que les rayons de leurs surfaces sont a fort peu prés proportionnels 
aux diamétres des tubes. Cette similitude des segments sphériques 
sera éyidente, si l’on considére que la distance ot l’action du tube 
cesse d’étre sensible est imperceptible; en sorte que si, par le moyen 
d’un trés fort microscope, on paryenait & la faire paraitre égale & 1™™, 
il est vraisemblable que le méme pouvoir amplifiant donnerait au 
diamétre du tube une grandeur apparente de plusieurs metres. La 
surface du tube peut done étre considérée comme é¢tant plane & trés 
peu pres, dans un rayon égal a cette distance; le fluide dans cet inter- 
valle s’abaissera donc ou s’élevera depuis cette surface, a tres peu pres, 
comme si elle était plane : au dela le fluide n’étant plus soumis sensi- 
blement qu’a la pesanteur et & son action sur lui-méme, sa surface 
sera a fort peu prés celle d’un segment sphérique dont les cétés ex- 
trémes étant ceux de la surface aux limites de la sphere d’activité sen- 
sible du tube, seront & tres peu pres également inclinés a V’horizon, 
dans les différents tubes; d’ot il suit que tous ces segments seront a 
fort peu pres semblables. 

Le rapprochement de ces résultats donne la vraie cause de l’ascen- 
sion ou de l’abaissement des fluides dans les tubes capillaires, en rai- 
son inverse de leurs diamétres. Si, par l’axe d’un tube de verre, on 
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concoit un canal infiniment étroit qui, se recourbant un peu au-dessous 
du tube, aille aboutir 4 la surface plane et horizontale de l’eau d’un 
vase dans lequel l’extrémité inférieure du tube est plongée, l’action de 
leau du tube sur ce canal sera moindre, & raison de la concayité de 
sa surface, que l’action de l’eau du vase sur le méme canal; le fluide 
doit done s’élever dans le tube, pour compenser cette différence, et 
comme elle est, par ce qui précede, en raison inverse du diamétre du 
tube, l’élévation du fluide au-dessus de son niveau doit suivre le 
méme rapport. 

Si le fluide est du mercure, sa surface, dans l’intérieur d’un tube 
capillaire de verre, est convexe; son action sur le canal est donc plus 
forte que celle du mercure du vase, et le fluide doit s’abaisser dans le 
tube en raison de cette difference et, par conséquent, en raison in- 
verse du diamétre du tube. 

Ainsi, l’attraction des tubes capillaires n’a d’influence sur |’éléva- 
tion ou l’abaissement des fluides qu’ils renferment, qu’en déterminant 
linclinaison des premiers plans de la surface du fluide intérieur, ex- 
trémement voisins des parois du tube, inclinaison dont dépend la 
concavité ou la convexité de cette surface et la grandeur de son rayon. 
Si, par l’effet du frottement du fluide contre les parois du tube, on 
augmente ou l’6n diminue la courbure, l’effet capillaire augmentera 
ou diminuera dans le méme rapport. 

Il est intéressant de connaitre le rayon de courbure de la surface de 
l’eau renfermée dans les tubes capillaires de verre. On peut y parvenir 
au moyen d’une expérience curieuse qui rend sensibles a la fois les 
effets de la concavité et de la convexité des surfaces. Elle consiste a 
enfoncer dans |’eau, 4 une profondeur connue, un tube capillaire de 
verre, d’un diamétre pareillement connu. En fermant avec le doigt 
l’extrémité inférieure du tube, on le retire de l’eau et l’on essuie lége- 
ment sa surface extérieure. En 6tant le doigt, on voit l’eau s’abaisser 
dans le tube et former une goutte d’eau sur la base inférieure; mais la 
hauteur de la colonne est toujours plus grande que l’élévation de l’eau 
dans le tube, au-dessus du niveau. Cet exces est di a l’action de la 
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zoutte sur cette colonne, & raison de sa convexité; et l’on observe 
qwil est d’autant plus considérable que le diamétre de la goutte est 
plus petit. La longueur de la colonne fluide employée a former cette 
coutte en détermine la masse; et comme sa surface est sphérique, 
ainsi que celle du fluide intérieur, si l’on connait la hauteur du fluide, 
au-dessus du sommet de la goutte, et la distance de ce sommet au 
plan de la base inférieure du tube, il sera facile d’en conclure les 
rayons de ces deux surfaces. Quelques expériences me portent a croire 
que la surface du fluide intérieur est fort approchante de celle d’une 
demi-sphére. 

Clairaut a fait cette singuliére remarque : savoir que, si la loi de 
l'attraction de la matiére du tube sur le fluide ne differe que par son in- 
tensité de la loi de l’attraction du fluide sur lui-méme, le fluide s élévera 
au-dessus du niveau, tant que Vintensité de la premiére de ces altraclions 
surpassera la moitié de Uintensité de la seconde. Si elle en est exacte- 
ment la moitié, il est facile de s’assurer que la surface du fluide dans 
le tube sera horizontale, et qu’il ne s’élévera pas au-dessus du niveau. 
Si ces deux intensités sont égales, la surface du fluide dans le tube 
sera concaye, et celle d’une demi-sphére; et il y aura éléyation du 
fluide. Si intensité de attraction du tube est nulle ou insensible, la 
surface du fluide dans le tube sera conyexe, et celle d’une demi- 
sphére; ily aura dépression du fluide. Entre ces deux limites, la sur- 
face du fluide sera celle d'un segment sphérique, et elle sera concave 
ou conyexe, suivant que l’intensité de l’attraction de la matiére du 
tube sur le fluide sera plus grande ou plus petite que la moitié de 
celle de l’attraction du fluide sur lui-méme. 

Si lintensité de attraction du tube sur le fluide surpasse celle de 
attraction du fluide sur lui-méme, il me parait vraisemblable gu’alors 
le fluide, en s’attachant au tube, formera un tube intérieur qui seul 
élevera le fluide dont la surface sera concave, et celle d’une demi- 
sphére. Je presume que ce cas est celui de l’eau dans un tube de 
verre. 


Aprés ayoir considéré les fluides terminés par des surfaces sphe- 
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riques, je les considére terminés par des surfaces cylindriques. Ce cas 
est celui d’un fluide renfermé entre deux plans paralléles trés proches 
Pun de Vautre et plongeant par leurs extrémités inférieures, dans un 
vase rempli du méme fluide. Je trouve, par l’analyse, que le fluide doit 
s’élever ou s’abaisser suivant que la surface cylindrique du fluide est 
concave ou conyexe et que cette élévation ou cette dépression suit 
encore la raison inverse de la distance mutuelle des plans. Je trouve, 
de plus, que l’élévation ou la dépression est égale a celle qui aurait 
lieu dans un tube cylindrique dont cette distance serait le demi-dia- 
métre intérieur. Parvenu a ce résultat de l’analyse, j’ai proposé a 
M. Hay de le vérifier par des expériences, et il l’a trouvé entiérement 
conforme a celles qu'il a bien voulu faire & ma priére. Depuis, en re- 
lisant ce que l’on a écrit sur l’action capillaire, j'ai yu que ces expé- 
riences avaient été déja faites avec beaucoup de soin, en présence de 
la Société royale de Londres et sous les yeux de Newton, et que leur 
résultat est exactement conforme a celui de l’analyse. On peut s’en 
convaincre par le passage suivant de son Optique, Ouvrage admirable, 
dans lequel ce profond génie a jeté, en avant de son siécle, un grand 
nombre de vues originales que la Chimie moderne a confirmées. 

« Voici (dit-il, question 31) quelques expériences de la méme 
espéce. Si deux plaques de verre planes et polies (supposez deux 
piéces d’un miroir bien poli) sont jointes ensemble & une distance 
trés petite l’une de lautre, leurs cotés étant paralléles, et que par 
leurs extrémités inférieures on les enfonce un peu dans un yase plein 
d’eau; cette eau montera entre les deux verres et, & mesure que les 
plaques seront moins éloignées, l'eau s’élevera & une plus grande 
hauteur. Si leur distance est environ la centiéme partie d’un pouce, 
l’eau montera a la hauteur d’un pouce environ, et, si la distance est 
plus grande ou plus petite, en quelque proportion que ce soit, la hau- 
teur sera & peu pres en proportion réciproque de la distance..... Si 
l’on trempe, dans une eau dormante, le bout d’un tuyau de verre fort 
menu, l’eau montera dans le tuyau, & une hauteur qui sera réciproque- 
ment proportionnelle au diamétre de la cayité du tuyau, et égalera la 
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hauteur & laquelle elle monte entre les deux plaques de verre, si le 
demi-diamétre de la cavité du tuyau est égal & la distance qui est entre 
les plaques, ou peu pres. Du reste, toutes ces expériences réussissent 
aussi bien dans le yide qu’en plein air, comme on l’a éprouvé en pré- 
sence de la Société royale et, par conséquent, elles ne dépendent en 
aucune maniére du poids ou de la pression de l’atmosphere. » 

Les phénoménes capillaires des plans inclinés et des tubes coniques 
et prismatiques sont autant de corollaires de mon analyse. Ainsi, l’on 
observe qu'une petite colonne d’eau, dans un tube conique ouvert par 
ses deux extrémités et maintenu horizontalement, se porte vers le 
sommet du tube, et l’on voit, par ce qui précéde, que cela doit étre. 
En effet, la surface de la colonne fluide est concave & ses deux extreé- 
mités, mais le rayon de sa surface est plus petit du coté du sommet 
que du coété de la base; l’action du fluide sur lui-méme est donc 
moindre du cdté du sommet et, par conséquent, la colonne doit tendre 
vers ce coté. Mais si la colonne fluide est du mercure, alors sa sur- 
face est conyexe et son rayon est moindre encore vers le sommet que 
vers la base, mais & raison de sa conyexité, l’action du fluide sur lui- 
méme est plus grande yers le sommet et la colonne doit se porter vers 
la base du tube. 

On peut balancer cette action par le propre poids de la colonne, et 
la tenir suspendue en équilibre, en inclinant l’axe du tube a horizon. 
Un caleul fort simple fait yoir que, si la longueur de la colonne est trés 
petite, le sinus de l’inclinaison de l’axe est alors & trés peu prés en 
raison inverse du carré de la distance du milieu de la colonne au 
sommet du cone, ce quia lieu semblablement si, au lieu de faire mou- 
voir une goutte de fluide dans un tube conique, on la fait mouvoir 
entre deux plans qui forment entre eux un trés petit angle. Ces résul- 
tats sont entiérement conformes a l’expérience, comme on peut le voir 
dans l’Optzque de Newton (question 31). 

Le calcul nous apprend, de plus, que le sinus de l’inclinaison de 
l’axe du cone a l’horizon est alors, a trés peu pres, égal a une fraction 
dont le dénominateur est la distance du milieu de la goutte au sommet 
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du cone, et dont le numérateur est la hauteur a laquelle le fluide 
s’éléverait dans un tube cylindrique dont le diamétre serait celui du 
cone au milieu dela colonne. Si deux plans qui renferment une goutte 
du méme ffuide forment entre eux un angle égal au double de l’angle 
formé par l’axe du cone et ses cétés, l’inclinaison & l’horizon de la 
ligne qui divise également l’angle formé par les plans ne doit étre que 
la moitié de celle de l’axe du cone, pour que la goutte reste en équi- 
libre. 

La théorie précédente donne encore |’explication et la mesure d’un 
phénoméne singulier que présente |’expérience. Soit que le fluide 
s’éléve ou s’abaisse entre deux plans verticaux et paralléles plongeant 
dans ce fluide par leurs extrémités inférieures, ces plans tendent & se 
rapprocher. L’analyse nous montre que, si le fluide s’éléve entre eux, 
chaque plan éprouve, du dehors en dedans, une pression égale & celle 
d’une colonne du méme fluide, dont la hauteur serait la moitié de la 
somme des élévations, au-dessus du niveau, des points de contact des 
surfaces intérieures et extérieures du fluide avec le plan, et dont la 
base serait la partie du plan comprise entre les deux lignes horizon- 
tales menées par ces points. Si le fluide s’abaisse entre les plans, 
chacun d’eux éprouyera pareillement, du dehors en dedans, une pres- 
sion égale a celle d’une colonne du méme fluide, dont la hauteur 
serait la moitié de la somme des abaissements, au-dessous du niveau, 
des points de contact des surfaces intérieures et extérieures du fluide 
avec le plan, et dont la base serait la partie du plan comprise entre 
les deux lignes horizontales menées par ces points. 

En général, si l’on compare la théorie que j’expose aux nombreuses 
expériences des physiciens sur I’action capillaire, on verra que les 
résultats, obtenus dans ces expériences, s’en déduisent, non par des 
considérations vagues et toujours incertaines, mais par une suite de 
raisonnements géométriques qui me paraissent ne laisser aucun doute 
sur la vérité de cette théorie. Je désire que cette application de l’ana- 
lyse & l’un des objets les plus curieux de la Physique puisse inté- 
resser les géométres et les exciter 4 multiplier, de plus en plus, ces 
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applications quijoignent, a l’avantage d’assurer les théories physiques, 
celui de perfectionner l’analyse elle-méme, en exigeant souvent de 
nouveaux artifices de calcul. 


NOTE. 


Les démonstrations des théorémes précédents seront publiées dans 
l'un des prochains Volumes de l'Institut. Voici quelques résultats 
d’analyse, qui pourront guider ceux qui youdront parvenir d’eux- 
mémes aux principales. 

Désignons par o(/) la loi de l’attraction d’une molécule fluide, sur 
une autre molécule placée a la distance /; ¢(/) décroissant avec une 
extréme rapidité, lorsque f augmente, et étant insensible pour toute 
valeur sensible de /. Désignons ensuite par ¢ —II(/) Vintégrale 
| dfo(f) prise depuis f= 0, ¢ étant la valeur de cette intégrale, 
lorsque / est infini; Il(/) décroitra pareillement avec une rapidité 
extréme et sera encore insensible pour toutes les valeurs sensibles 
de /. Désignons encore par c’ — Wf) lintégrale [SY MS), c’ étant 
sa valeur lorsque / est infini; W(/) sera pareillement insensible pour 
toutes les valeurs sensibles de /. Enfin, désignons par K et H les in- 
tégrales 2 [ ds W(z) et on fos dz W(z) prises depuis = nul jusqu’a s 
infini, = étant la demi-circonférence dont le rayon est Punité. On 
trouvera, par l’analyse du n° 12 du second Livre de la Mécanique 
celeste ('), que l’action d’une sphére dont le rayon est b, sur le fluide 
renfermé dans un canal infiniment étroit, perpendiculairement a la 
H 
b 
du canal exercerait en vertu de cette action, sur une base perpendi- 


surface, est K + Par cette action, j’entends la pression que le fluide 


culaire & la direction du canal, placée dans son intérieur & une dis- 
tance quelconque sensible de la surface du corps, et prise pour unité. 


(‘) OEuvres de Laplace, T.1, p. 155. 
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Ce serait encore l’expression de l’action d’un corps terminé par un 
segment sensible d’une sphére dont le rayon est 6; ce qui résulte de 
ce que l’attraction n’est sensible qu’a des distances insensibles. Si la 
surface, au lieu d’étre convexe, est concave, il faut faire b négatif et 


alors l’action devient K — Dans le cas du plan ou de 6 infini, elle 
se réduit a K. 

Ces attractions sont du méme genre que celles dont dépend la ré- 
fraction de la lumiere et que j’ai considérées dans les n°* 2 et 3 du 
dixieéme Livre de ma Mécanique céleste ('). Ce qui les rend indépen- 
dantes des dimensions des corps, c’est qu’il est indifférent de prendre 
les intégrales précédentes, depuis zéro jusqu’a l’infini, ou depuis zéro 
jusqu’a une valeur sensible de la variable. 

Le théoréme relatif & l’action d’un corps quelconque, sur un canal 
intérieur infiniment étroit et perpendiculaire a sa surface, se démontre 
en observant qu’a chaque point de la surface on peut conceyoir un 
ellipsoide osculateur qui se confond avec le corps, de maniére que la 
difference d’action de ces deux corps sur Je canal est insensible; et il 
est facile de prouver que l’action d’un ellipsoide sur un canal, qui 
passe par l’un de ses axes, est égale & la demi-somme des actions de 
deux sphéres qui auraient pour rayons le plus grand et le plus petit 
des rayons osculateurs de la surface de l’ellipsoide a l’extrémité de cet 
axe. En nommant donc 6 et &’ ces deux rayons, l’action du corps sera 
K + € + ae Dans le cas d’une surface cylindrique, 6 est infini, 
et l’action devient K + fee La différence de cette action et de celle 
d’un corps terminé par une surface plane est done i et, par con- 

2b 


séquent, la moitié plus petite que si la surface du corps était sphérique 
et d’un rayon égal a 0’. C’est la raison pour laquelle le fluide s’abaisse 
ou s’éléve entre deux plans paralléles, la moitié moins que dans un 
tube cylindrique d’un diamétre égal 4 leur distance. 


(1) OFuvres de Laplace, T. IV, p. 235 et suiv. 


SSO SS 


SUR 


L’ATTRACTION ET LA REPULSION APPARENTE 
DES PETITS CORPS 


QUI NAGENT A LA SURFACE DES FLUIDES (°‘). 


Journal de Physique, t. LX; 1806. 


Dans la théorie que j’ai donnée de l’action capillaire, j'ai soumis a 
l’analyse l’attraction de deux plans verticaux et paralleles, trés proches 
l'un de l'autre et plongeant par leurs extrémités inférieures dans un 
fluide. J’ai fait voir que, s’ils sont de méme matiére, cette action tend 
a les rapprocher, soit que ces plans élévent prés d’eux le fluide, comme 
des plans d’iyoire plongeant dans l’eau, soit qu’ils labaissent, comme 
des plans de tale laminaire dans lequel le toucher indique une sorte 
d’onctuosité qui l’empéche de se mouiller. Chaque plan éprouye alors, 
vers l'autre plan, une pression égale au poids d’un parallélépipéde du 
méme fluide, dont la hauteur serait la demi-somme des élévations au- 
dessus du niveau, ou des abaissements au-dessous, des points ex- 
trémes de contact des surfaces intérieure et extérieure du fluide avec 
le plan, et dont la base serait la partie du plan comprise entre les 
deux lignes horizontales menées par ces points. Ce théoréme renferme 
la yraie cause de l’attraction apparente des corps qui nagent sur un 
fluide, lorsqu’il s’éleve ou s’abaisse prés d’eux. Mais l’expérience fait 
connaitre que les corps se repoussent lorsque le fluide s’éléve vers 


(!) Extrait d'un Mémoire, lu 4 la séance de la premiére Classe de l'Institut, du 29 sep- 
tembre 1806, par M. Laplace. 
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l'un d’eux, tandis qu’il s’abaisse vers l'autre. Ayant appliqué mon 
analyse a ces répulsions, elle m’a conduit aux résultats suivants que 
j'ai cru pouvoir intéresser les physiciens géométres et qui compleétent 
la theorie de I’action capillaire. 

Si l'on suppose toujours que les corps sont des plans verticaux et 
paralléles, la section de la surface du fluide compris entre eux, par un 
plan vertical et perpendiculaire a ces plans, a un point d’inflexion, 
lorsque les deux plans sont a quelques centimétres de distance l’un de 
autre. En les rapprochant, le point d’inflexion se rapproche du plan 
prés duquel le fluide s’abaisse, si l’abaissement du fluide en contact a 
l’extérieur de ce plan est moindre que l’élévation di fluide en contact 
a lextérieur de l’autre plan. Dans le cas contraire, Je point d’inflexion 
se rapproche de ce dernier plan. Ce point est toujours au niveau du 
fluide du vase dans lequel les plans sont plongés. L’élévation et l’abais- 
sement du fluide en contact avec ces plans sont moindres 4 l’intérieur 
qu’a l’extérieur. Dans cet état, les deux plans se repoussent. En con- 
tinuant de les rapprocher, la répulsion a toujours lieu, tant qu’il y a 
un point d’inflexion. Ce point finit par coincider avec l’un des plans. 
La répulsion subsiste encore au dela de ce terme; mais en continuant 
de rapprocher les plans, cette répulsion devient nulle et se change en 
attraction. A cet instant, le fluide est également élevé 4 l’intérieur et a 
lextérieur du plan susceptible de se mouiller : il est autant élevé au- 
dessus du niveau, a l’intéricur de l’autre plan, qu’il est abaissé au- 
dessous 4 l’extérieur. Ainsi la répulsion se change en attraction au 
méme moment pour l’un et l’autre plan. En fes rapprochant encore, 
ils s’attirent et vont se réunir par un mouvement accéléré. Ces plans 
offrent ainsi le phénoméne remarquable d’une attraction a de trés 
petites distances, qui se change en répulsion, au dela d’une certaine 
limite : phénoméne que la nature nous présente dans l’inflexion de la 
lumiére prés de la surface des corps et dans les attractions électriques 
et magnétiques. Il y a cependant un cas dans lequel les plans se re- 
poussent, quelque petite que soit leur distance mutuelle : c’est le cas 
ou le fluide s’abaisse prés de l’un d’eux, autant qu’il s’éleve prés de 
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l'autre. Alors la surface du fluide a constamment une inflexion au 
milieu de l’intervalle qui les sépare. 

L’intégration de l’équation differentielle de ‘cette surface dépend, 
en général, de la rectification des sections coniques et, par consé- 
quent, il est impossible de l’obtenir en termes finis. Mais elle devient 
possible lorsque les plans sont a la distance ot la répulsion se change 
en attraction : alors on peut déterminer cette distance, en fonction de 
l’éléyation et de l’abaissement du fluide a l’extérieur des plans. On 
trouve ainsi qu’elle est infinie, si le fluide ne s’abaisse qu’infiniment 
peu, & l’extérieur du plan qui n’est pas susceptible de se mouiller; 
d’ou il suit qu’alors les deux plans ne se repoussent jamais. Cela peut 
encore avoir lieu dans le cas méme ow le fluide s’abaisse sensiblement 
a l'exterieur de ce dernier plan; il suffit pour cela que le frottement 
maintienne le fluide un peu plus éleyé, & l'intérieur du plan, qu’il ne 
devrait l’étre si cette cause n’existait pas : effet analogue a celui que 
l'on observe journellement dans le barométre, lorsqu’il descend. On 
trouve encore par cette analyse que, si la surface du plan susceptible 
d’étre mouillé vient & s’humecter, les deux plans commenceront a 
s’attirer a une distance trés sensible et plus grande que celle & laquelle 
ils commengaient & s’attirer auparayant. Il n’est donc pas vrai de dire 
qu’en général deux plans, l’un susceptible et l'autre non susceptible 
de se mouiller, se repoussent toujours. II arrive ici laméme chose que 
relativement & deux globes qui ont une électricité du méme genre et 
qui cependant s’attirent, lorsqu’on fait varier conyenablement les in- 
tensités respectives de leurs électricités et leurs distances. 

On peut, au moyen des deux théorémes suivants, évaluer la tendance 
des plans lun vers l’autre, ou leur répulsion:mutuelle : 


Quelles que sovent les substances dont les plans sont formés, la ten- 
dance de chacun d’eux vers l'autre est égale au poids d’un parallélepi- 
pede fluide dont la hauteur est l élévation au-dessus du niveau des points 
extrémes de contact du fluide avec le plan a Vintéerieur, moins cette 
élévation a l’exterieur, dont la profondeur est la demi-somme de ces 
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elevations et dont la largeur est celle du plan, dans le sens horizontal. 
On doit supposer Vélévation négative, lorsqu’elle se change en abaisse- 
ment au-dessous du niveau. Si le produit des trois dimensions précédentes 
est négatif, la tendance devient répulsion. 


Lorsque les plans sont trés rapproches, l’élévation du fluide entre eux 
est en raison inverse de leur distance mutuelle, et elle est égale a la demi- 
somme des élévations qui auratent lieu, si l’on supposait d’abord le pre- 
mier plan de la méme matiére que le second, et ensuite le second, de la 
méme matiére que le premier. On doit encore observer de supposer  éléva- 
tion négative, lorsqu’elle se change en abaissement. 


On voit par ces théoremes que, en général, la force répulsive est 
beaucoup plus faible que la force attractive qui se développe lorsque 
les plans sont trés rapprochés, et qui doit alors les porter l’un yers 
autre d’un mouvement accéléré. Dans ce cas l’éléyation du fluide 
entre les plans est tres grande relativement & son éléyation pres des 
mémes plans a leur extérieur. En négligeant donc le carré de cette 
derniére élévation, par rapport au carré de la premiére, le parallélépi- 
péde fluide dont le poids exprime la tendance d’un des plans vers 
l’autre, en vertu du premier des deux théoremes précédents, sera égal 
au produit du carré de Vélévation du fluide intérieur par la demi- 
largeur du plan dans le sens horizontal. Cette élévation étant, par le 
second de ces théorémes, réciproque a la distance mutuelle des plans, 
le parallélépipéde sera proportionnel a la largeur horizontale du plan, 
divisée par le carré de cette distance. La tendance des deux plans l’un 
vers l’autre suivra donc la loi de l’attraction universelle, c’est-a-dire 
qu’elle sera en raison inverse du carré de leur distance. 

Désirant connaitre jusqu’a quel point ces résultats de ma théorie 
étaient conformes 4 la nature, j’ai prié M. Hay de faire quelques expé- 
riences sur un point de Physique aussi délicat et aussi curieux. Ila 
bien youlu s’en occuper et il a trouvé l’analyse entiérement d’accord 
avec l’expérience. Il a surtout bien constaté le phénomeéne singulier 
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d’une attraction qui se change en répulsion, par l’accroissement de la 
distance, comme on le voit par la Note suivante qu’il m’a commu- 


niquee - 


« Ona suspendu, a un fil trés délié, une petite feuille carrée de tale 
laminaire, de maniére qu'elle fat plongée dans l’eau par le bas. On a 
plongé dans la méme eau, & la distance de quelques centimétres, la 
partie inférieure d’un parallélépipéde d'ivoire, en sorte qu’une de ses 
faces fut paralléle a la feuille de tale; ensuite on a fait avancer trés 
lentement ce parallelépipéde vers la feuille de tale, en le maintenant 
toujours dans une situation paralléle a cette feuille et en l’arrétant par 
intervalles, afin d’étre assuré que l’effet du mouvement qu’il pouvait 
imprimer au fluide était insensible dans l’expérience. Alors cette 
feuille s’est éloignée du parallélépipéde, et lorsqu’en continuant de 
faire mouvoir celui-ci, toujours avec une extréme lenteur, il n’y a plus 
eu qu’une trés petite distance entre les deux corps, la feuille de talc 
s'est approchée tout 4 coup du parallélépipede et s’est mise en contact 
avec lui. En séparant alors les deux corps, on a trouvé le parallélépi- 
pede mouillé jusqu’éA une certaine hauteur au-dessus du niveau de 
l'eau; en recommencant l’expérience ayant de l’avoir essuyé, |’attrac- 
tion a commence plus tot, et quelquefois elle a eu lieu des le premier 
instant, sans étre précédée d’une répulsion sensible. Ces expériences, 
répéetees plusieurs fois et avec soin, ont toujours donné les mémes 
résultats. » 
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Journal de Physique, t. LXIII; 1806. 


En considérant sous un nouveau point de vue la théorie de I’action 
capillaire, je suis parvenu non seulement a la simplifier mais encore 
a généraliser les résultats auxquels j’avais été précédemment conduit 
par l’analyse. Je n’avais déterminé |’élévation ou la dépression des 
fluides que dans les espaces capillaires de révolution et entre des 
plans; je vais la déterminer ici, quels que soient ces espaces et la 
nature des parois qui les renferment, en supposant méme dans ces 
espaces un nombre quelconque de fluides placés les uns au-dessus des 
autres, et j’en conclurai l’accroissement et la diminution de poids 
que les corps plongés dans les fluides éprouvent par l’action capillaire. 
La combinaison de ces résultats avec ceux que j’ai trouvés par l’analyse 
m’a donné l’expression exacte des affinités des différents corps avec les 
fluides, au moyen des expériences faites sur la résistance que les 
disques des diverses substances, appliqués a la surface des fluides, 
opposent a leur séparation. J’ose croire que cela pourra répandre un 
grand jour sur la théorie des affinités; car ce que j’avance est fondé sur 
des raisonnements géométriques, et non sur des considérations vagues 
et précaires qu'il faut bannir sévérement de la philosophie naturelle, a 
moins qu’on ne les présente, ainsi que Newton I’a fait dans son Optique, 
comme de simples conjectures propres 4 guider dans des recherches 

(1) M. le professeur de Physique de I’Ecole Polytechnique fait dans son Cours toutes 
les expériences sur l’action capillaire, qwil est indispensable de connaitre pour entendre 


la théorie exposée par M. Laplace, et montre l'accord de cette théorie avec tous les faits 
qui ont 6té6 observés jusqu’a présent. 
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ultérieures, mais qui laissent presque en entier le mérite de la décou- 
verte 2 celui qui les établit solidement par l’observation ou par l’ana- 
lyse. Je me propose de publier incessamment, dans un supplément 4 
ma théorie de l’action capillaire, les démonstrations analytiques des 
théorémes que je n’ai fait qu’énoncer. J’exposerai en méme temps un 
nouyeau moyen de parvenir aux équations fondamentales de cette 
théorie. Je déduirai de ces équations les théorémes généraux que je 
vais présenter ici, en les démontrant par la considération directe de 
toutes les forces qui concourent a la production des effets capillaires. 
Ces démonstrations réunissent, a |’avantage d’une extréme simplicité, 
celui d’éclairer la cause et le mécanisme de ces effets. On verra que les 
forces dont ils dépendent ne s’arrétent point & la superficie des fluides, 
mais qu’elles s’étendent dans tout leur intérieur et jusqu’aux extré- 
mités des corps qui y sont plongés; ce qui établit l’entiére identité de 


ces forces avec les affinités. 


Si l’on congoit un tube quelconque prismatique droit, vertical et plon- 
geant par son extrémilé inférieure dans un fluide indéfini, le volume du 
fluide inteérieur, élevé au-dessus du niveau de Vaction capillaire, est égal 
au contour de la base intérieure du prisme multiplié par une constante 
qui est la méme pour tous les tubes prismatiques de la méme matiere, 


vlongeant dans le méme fluide. 


Pour démontrer ce théoréme, imaginons a l’extrémité inférieure du 
tube un second tube dont les parois infiniment minces soient le pro- 
longement de la surface intérieure du premier tube et qui, n’ayant 
aucune action sur le fluide, n’empéchent point l’attraction réciproque 
des molecules du premier tube et du fluide. Supposons que ce second 
tube soit d’abord vertical, qu’ensuite il se recourbe horizontalement 
et qu’enfin il reprenne sa direction yerticale, en conservant dans toute 
son étendue la méme figure et la méme largeur; il est visible que, dans 
état d’equilibre du fluide, la pression doit étre la méme dans les 
deux branches yerticales du canal composé du premier et du second 
tube. Mais comme il y a plus de fluide dans la premiére branche ver- 
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ticale, formée du premier tube et d’une partie du second, que dans 
l'autre branche verticale, il faut que l’excés de pression qui en résulte 
soit détruit par les attractions du prisme et du fluide sur le fluide con- 
tenu dans cette premiére branche. Analysons avec soin ces attractions 
diverses, considérons d’abord celles qui ont lieu vers la partie infé- 
rieure du premier tube. 

Conceyons pour cela que la base de ce tube soit horizontale : le 
fluide contenu dans le second tube sera attiré verticalement vers le bas : 
1° par lui-méme; 2° par le fluide environnant ce second tube. Mais 
ces deux attractions sont détruites par les attractions semblables 
qu’éprouve le fluide contenu dans la seconde branche verticale du 
canal, prés de la surface du niveau du fluide : on peut donc en faire 
abstraction ici. Le fluide de la premiére branche verticale du second 
tube sera encore attiré verticalement en haut par le fluide du premier 
tube; mais cette attraction sera détruite par l’attraction qu'il exerce 
sur ce dernier fluide; on peut donc encore ici faire abstraction de ces 
deux attractions réciproques. Enfin, le fluide du second tube sera 
attiré verticalement en haut par le premier tube, et il en résultera dans 
ce fluide une force verticale que nous désignerons par Q et qui contri- 
buera 4 détruire l’excés de pression du a l’éléyation du fluide dans le 
premier tube. 

Examinons présentement les forces dont le fluide du premier tube 
est animé. Il éprouve, dans sa partie inférieure, les attractions sul- 
vantes : 1° il est attiré par lui-méme; mais les attractions réciproques 
des molécules d’un corps ne lui-impriment aucun mouyement, s'il est 
solide et l’on peut, sans troubler l’équilibre, conceyoir le fluide du 
premier tube, consolidé; 2° ce fluide est attiré par le fluide intérieur 
du second tube; mais on vient de voir que les attractions réciproques 
de ces deux fluides se détruisent et qu'il n’en faut point tenir compte; 
3° il est attiré par le fluide extérieur qui environne le second tube et, 
de cette attraction, il résulte une force verticale dirigée par le bas et 
que nous désignerons par — Q’. Nous lui donnons le signe — pour 
indiquer que sa direction est contraire a celle de la force Q. Nous 
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observerons ici que si les lois d’attractions relatives & la distance sont 
les mémes pour les molécules du premier tube et pour celles du fluide, 
en sorte qu’elles ne different que par leur intensité, en nommant ¢ et 2° 
ces intensités & yolume égal, les forces Q et Q’ sont proportionnelles 
a 9 et ao’; car la surface intérieure du fluide qui environne le second 
tube est la méme que la surface intérieure du premier tube : les deux 
masses ne différent done que par leur épaisseur. Mais l’attraction des 
masses deyenant insensible & des distances sensibles, la difference de 
leurs épaisseurs n’en produit aucune dans leurs attractions, pourvu 
que ces épaisseurs soient sensibles; 4° enfin, le fluide du premier 
tube est attiré verticalement par ce tube. En effet, concevons ce fluide 
partagé dans une infinité de petites colonnes verticales; si par l’extre- 
mité supérieure d’une de ces colonnes on méne un plan horizontal, la 
partie du tube inférieure & ce plan ne produira aucune force verticale 
dans la colonne. Il n’y aura done de force verticale produite que celle 
qui sera due & la partie du tube supérieure au plan, et il est visible 
que l’attraction yerticale de cette partie du tube sur la colonne sera la 
méme que celle du tube entier sur une colonne égale et semblablement 
placée dans le second tube. La force yerticale entiére, produite par 
l’attraction du premier tube sur le fluide qwil renferme, sera donc 
égale & celle que produit l’attraction de ce tube sur le fluide renfermé 
dans le second tube : cette force sera donc égale a Q. 

En réunissant toutes les attractions verticales qu’éprouve le fluide 
renfermé dans la premiere branche verticale du canal, on aura une 
force yerticale dirigée de bas en haut et égale a 2Q — Q’. Cette force 
doit balancer l’excés de pression dt au poids du fluide élevé au- 
dessus du niveau. Soient 


V son yolume, 

D sa densité, 

g la pesanteur, 

g DY sera son poids. 


On aura done 
gDV=20—Q’. 
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Maintenant, l’attraction n’étant sensible qu’a des distances imper- 
ceptibles, le premier tube n’agit sensiblement que sur des colonnes 
extrémement voisines de ses parois; on peut done faire abstraction de 
la courbure de ces parois et les considérer comme étant développées 
sur une surface plane. La force Q sera proportionnelle a Ja largeur de 
cette surface, ou, ce qui revient au méme, au contour de la base de la 
surface intérieure du parallélépipéde. Ainsi, en nommant ¢ ce contour, 
on aura 


Vege, 


o étant une constante proportionnelle a l’intensité de l’attraction de la 
matiere du premier tube sur le fluide. On aura pareillement 


iS pie, 


o’ étant proportionnel a l’intensité de l’attraction du fluide sur lui- 


LY 
méme; donc 
(2p—p’)c 
Le ae i A Se 
gD 


ce qui est l’expression algébrique du théoréme qu'il s’agissait de 
démontrer. 


; ; 20 — 0! ist : 
On déterminera la constante ae au moyen de l’éléyvation ob- 
2 


servée du fluide dans un tube cylindrique tres étroit. Soient ¢ la hau- 
teur A laquelle le fluide s’éléve dans ce tube et /le rayon du creux du 
tube; en nommant z la demi-circonférence dont le rayon est l’unité, on 
aura, a trés peu pres, 


Vong, C= fr; 


l’équation précédente donnera donc 


ap—p' _ lg 


gD 2 


et, par conséquent, on aura 
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Si o’ surpasse 29, g sera négatif et, par conséquent, l’élévation du 
fluide se changeant en dépression, V sera négatif. 

Nommons é la hauteur moyenne de toutes les colonnes fluides qui , 
composent le yolume V et d la base intérieure du parallelépipéde, 


on aura 
V=Ab 
et, par consequent, 
= lqe 
amr y 3 


Lorsque les bases des différents parallélépipédes sont des figures 
semblables, elles sont proportionnelles aux carrés de leurs lignes 
homologues, et leurs contours sont proportionnels & ces lignes; les 
hauteurs A sont done alors réciproques & ces mémes lignes. 

Si les bases sont des polygones réguliers, elles seront égales au pro- 
duit de leurs contours par la moitié des rayons des cercles inscrits; 
les hauteurs A sont donc réciproques a ces rayons. En désignant par r 
ces rayons, on aura 


Ainsi, en supposant deux bases égales, dont l’une soit un carré et 
dont l'autre soit un triangle équilatéral, les valeurs de A seront entre 


elles comme 2: 3°, ou, & fort peu prés, comme 7: 8. 

M. Gellert a fait quelques expériences sur l’élévation de l’eau dans 
des tubes de yerre prismatiques, rectangulaires et triangulaires ('). 
Elles confirment la loi suivant laquelle les hauteurs sont réciproques 
aux lignes homologues des bases semblables. Ce savant conclut encore 
de ses expériences que, dans des prismes rectangulaires et triangu- 
laires dont les bases sont égales, les élévations du fluide sont les 
mémes; mais il conyient que cela n’est pas aussi certain que la loi des 
hauteurs réciproques aux lignes homologues des bases semblables. 
En effet, on vient de voir qu’il y a 4 de différence entre les éléyations 


(*) Mémoires de l’Académie de Pétersbourg, t. XII. 
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du fluide dans deux prismes rectangulaires et triangulaires dont les 
bases sont égales, et dont I’une est un carré et l’autre un triangle 
équilatéral. Les expériences rapportées par M. Gellert n’offrent point 
de données suffisantes pour en comparer exactement les résultats 2 la 
théorie précédente. 

Si la base du parallélépipéde est un rectangle dont le grand cété soit 
égal a a et dont l’autre coté, supposé trés petit, soit égal a /, on aura 


bal et c—2a+a21, 


ha Wer) _ 4 (1+ 2). 


done 


2al 


pens l , : <9 
En négligeant -, eu égard a l’unité, on aura 
a 
Vis, 


conformeément a l’expérience. 


St le vase indefini, dans lequel le parallelepipede est plonge, renferme 
un nombre quelconque de fluides places horizontalement les uns au- 
dessus des autres, l’eaxces du poids des fluides contenus dans le tube sur le 
poids des fluides qwil eut renfermés sans l’action capillaire est le méme 
que le poids du fluide qui s’éléverait au-dessus du niveau, dans le cas ow ul 
n'y auraut dans le vase que le fluide dans lequel plonge Vextrémité infe- 
rieure du parallelepipéde. 


En effet, l’action du prisme et de ce fluide sur le méme fluide ren- 
fermé dans le tube est évidemment la méme que dans ce dernier cas. 
Les autres fluides contenus dans le prisme étant élevés sensiblement 
au-dessus de sa base inférieure, le prisme n’a aucune action sur chacun 
d’eux pour les élever ou pour les abaisser. Quant a l’action réciproque 
de ces fluides les uns sur les autres, elle se détruirait évidemment s’ils 
formaient ensemble une masse solide, ce que l’on peut supposer sans 


- 


troubler l’équilibre. 


Si le vase ne renferme que deux fluides dans lesquels le prisme soit en- 


wuérement plongée, de manicre quil plonge dans un par sa partie supe- 
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rieure et dans l'autre par sa partie inferieure, le poids du fluide inferieur 
élevé dans le prisme par l’action capillaire, au-dessus de son niveau dans 
le vase, sera égal au potds d’un pareil volume du fluide supérieur, plus au 
poids du fluide inférieur qui s’éléverait dans le prisme au-dessus du ni- 
veau, s'il n'y avait que ce fluide dans le vase, moins au poids du fluide 
superweur qui s eléverait dans le méme prisme, au-dessus du niveau, st ce 


fluide eaistait seul dans le vase. 


Pour le démontrer, on observera que l’action du prisme sur la partie 
du fluide inférieur qu’il contient est la méme que si ce fluide existait 
seul dans le vase; ce fluide est done, dans ces deux cas, sollicité verti- 
calement de bas en haut de la méme maniére, soit par l’attraction du 
prisme, soit par l’attraction du fluide qui enyironne la partie inférieure 
du prisme; et la réunion de ces attractions équiyaut au poids du vo- 
lume de ce fluide qui s’éléverait dans le prisme, au-dessus du niveau, 
s'il existait seul dans le yase. Pareillement, le fluide supérieur contenu 
dans la partie supérieure du prisme est sollicité verticalement de haut 
en bas par l’action du prisme et du fluide qui environnent cette partie, 
comme il serait sollicité de bas en haut par les mémes actions, si le 
vase ne renfermait que le fluide supérieur; et la réunion de ces actions 
équiyaut au poids du fluide supérieur qui s’éléverait alors dans le 
prisme au-dessus de son niveau dans le vase. Enfin, la colonne des 
fluides intérieurs au prisme, qui est au-dessus du niveau du fluide 
inferieur dans le yase, est sollicitée verticalement du haut en bas par 
son propre poids, et du bas en haut par le poids d’une colonne sem- 
blable du fluide supérieur. En réunissant toutes ces forces qui doivent 
se faire équilibre, on aura le théoréme que nous venons d’énoncer. On 
determinera, par les mémes principes, ce qui doit avoir lieu lorsqu’un 
prisme creux est entiérement plongé dans un vase rempli d’un nombre 
quelconque de fluides. 

Nous avons supposé, dans ce qui précede, la base inférieure du 
prisme horizontale; mais si elle était inclinée 4 l’horizon, l’action ver- 
ticale du prisme sur le fluide serait toujours la méme, car un plan 
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d’une épaisseur sensible, qui plonge dans un fluide par sa partie infé- 
rieure dont la surface est terminée par une ligne droite inclinée 
horizon, attire ce fluide parallélement 4 sa surface, et perpendiculai- 
rement a la droite qui la termine, proportionnellement a la longueur 
de cette ligne; mais cette attraction, décomposée verticalement, est 
proportionnelle & la largeur horizontale du plan. De Ja il est facile de 
conclure généralement que, quelle que soit la forme de la base infé- 
rieure du prisme, son attraction verticale et celle du fluide extérieur 
sur le fluide qu’il renferme sont les mémes que si la base était hori- 
zontale. Ainsi, le premier théoréme aura généralement lieu, si l’on 
entend par le contour de la base intérieure celui de la section inteé- 
rieure perpendiculaire aux cotés du prisme. 


St le prisme qui, par sa partie inferieure, plonge dans le fluide d'un 
vase indéfini, est oblique a Uhorizon, le volume de fluide elevé dans le 
prisme au-dessus du niveau du fluide du vase, multiplié par le sinus de 
Vinclinaison des cotes du prisme a U horizon, est constamment le méme, 


quelle que soit cette inclinaison. 


En effet, ce produit exprime le poids du volume du fluide élevé au- 
dessus du niveau, et décomposé parallélement aux cotés du prisme : 
ce poids, ainsi décomposé, doit balancer l’attraction du prisme et du 
fluide extérieur sur le fluide qu’il renferme; attraction qui est évi- 
demment la méme, quelle que soit l’inclinaison du prisme : la hauteur 
verticale moyenne du fluide au-dessus du niveau est done constamment 
la méme. 


St Lon place verticalement un parallélepipede dans un autre parallele- 
pipéede vertical de la méme matiére, et que Von plonge dans un fluide 
leurs extrémites in ferteures ; en nommant V le volume du fluide élevé au- 
dessus du niveau, dans l’espace compris entre ces deux parallelépipedes, 

: 


On Aura 
v= er OS Tie+c’), 
& 
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e étant le contour de la base intérieure du plus grand parallelépipéde, et 
ce’ étant le contour de la base exterieure du plus petit. 


Ce théoreme se démontre de la méme maniére que le premier. Si 
les bases des deux parallélépipédes sont des polygones semblables, 
dont les cétés homologues soient paralléles et placés & la méme dis- 
tance; en nommant / cette distance, la base de l’espace que les deux 
(c+ c’'), 

2 2 


parallélépipédes laissent entre eux sera ainsi A étant la 


hauteur moyenne du fluide soulevé, on aura 


verano) 


et, par consequent, | 
ASS a, 


On peut déterminer encore, par les principes précédents, ce qui doit 
avoir lieu dans le cas ott les prismes sont plongés, en tout ou en 
partie, dans un yase rempli d’un nombre quelconque de fluides, et 


dans le cas ot ces prismes sont inclinés & Vhorizon. 


Les mémes choses etant posées comme dans le théoréme précédent, si 

les deux parallélepipédes sont de différentes maticres, en nommant p pour 
od , y 

le plus grand, et 9, pour le plus petit, ce que nous avons précédemment 


designé par 9, on aura 


Pi—p') 


(2p—p'), (2 


Vv 
gD gD 


U 
c > 


en sorte que si l'on nomme q et q, les elevations du fluide, dans deux 
tubes cylindriques trés étroits du méme rayon intérieur l, formes respec- 


tivement de ces matiéres, on aura 
-! an ’ 
1 = 5 ge + qe ). 


Ce théoréme se démontre encore de laméme maniére que le premier 
théoréme. On yoit facilement que l’on obtiendra, par les mémes prin- 
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cipes, le volume de fluide élevé au-dessus du niveau, dans un espace 
renfermé par un nombre quelconque de plans verticaux de différentes 
matiéres. 

Il résulte du théoréme précédent que le volume V du fluide élevé, 
par l’action capillaire, a ’extérieur d’un prisme plongeant dans un 
fluide par son extrémité inférieure, est 

i Sabe "eSeaae lqe, 
c étant le contour extérieur du prisme. L’augmentation du poids du 
prisme, due a l’action capillaire, est égale au poids de ce volume de 
fluide. Elle se change en diminution, si ¢ est négatif, et alors le 
prisme est souleve par |’action capillaire. Si ce prisme a pour base un 
rectangle trés étroit dont a soit le grand coté et / le petit, en nommant 
i sa hauteur, sa solidité sera ai, et son contour ¢ sera 2a+ 27; le 


volume V du fluide déprimé par l’action capillaire sera aql(1 + <): 


En nommant donc & le rapport de la pesanteur spécifique du prisme A 
celle du fluide, le poids du prisme sera au poids du volume de fluide 


, : , 7 a . . . 
déprimé comme vk : a(1 + 7) en diminuant done z convenablement, 


on pourra rendre ces deux poids égaux et maintenir ainsi le prisme & 
la surface du fluide. On pourra déterminer encore, par les principes 
précédents, la diminution du poids d’un corps entiérement plongé 
dans un vase rempli de plusieurs fluides. 

Si lon plonge verticalement le bout d’un tube tres étroit dans un 
fluide, en nommant / le rayon du creux du tube et ¢ la hauteur a 
laquelle le fluide y est élevé au-dessus du niveau, on aura, par ma 
Théorie de l’action capillaire (') : 


3 étant l’angle que la surface du fluide intérieur forme avec la partie 


(1) OEuvres de Laplace, t. IV, p. 432 et suiv. 
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de la surface intérieure du tube, qui est en contact avec le fluide. 
Lorsque le fluide est déprimé au-dessous du niveau, cet angle surpasse 
un angle droit, et alors son cosinus devient négatif ainsi que g; « est 
une constante qui ne dépend que de la pesanteur et de-l’action du 
fluide sur lui-méme. On a, par ce qui précede, 


app. «4. 
gre 
on aura done 
2a(20—o0’ 
(1) cosu = ake btm 
gD 


Mais on a vu dans la théorie citée que, p étant nul, a est égal a deux 
angles droits; ce que l’on peut conclure encore de l’analyse que j’expo- 
serai dans un supplément a cette théorie, sur la résistance qu'un 
disque circulaire fort large, appliqué & la surface d’un fluide, oppose 
a sa séparation de ce fluide. Il résulte de cette analyse que, z étant le 
rayon du disque supposé de la méme matiére que le tube précédent, 


cette résistance est égale a 
eDreyo costa, 
va 
or, il est clair qu’elle doit étre nulle, lorsque g est nul, ou lorsque 
: - : : 1 
le disque n’a aucune action sur le fluide; on a done alors cos-o nul, 
2 


ce qui donne 


Oo=—T 
et, par conséquent, . 
coso =—1;5 
l’équation (1) donnera ainsi 
g) = o D 
2% 


et, par conséquent, 


Yr 2! . 
—= — cos bgt: 


expression précédente de la résistance que le disque oppose a sa sé- 
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paration du fluide, ou, ce qui revient au méme, du poids nécessaire 
pour l’enlever, devient ainsi 277? VgDpo. Donec, pour des disques de 
méme diamétre et de matieres différentes, les carrés de ces poids, divisés 
par les densités spécifiques des fluides, sont proportionnels aux va- 
leurs de p. On peut donc, par des expériences trés précises sur les 
résistances que les disques opposent a leur séparation de la sur- 
face des fluides, déterminer leurs attractions respectives sur ces 
fluides. 

On doit faire ici deux observations importantes : la premiére est 
que 9 exprime I’action d’un plan d’une épaisseur sensible sur un plan 
fluide d'une épaisseur sensible, et dont la largeur est prise pour une 
unité, qui lui est paralléle et qui le touche par la droite qui termine 
une de ses extrémités, quelles que soient d’ailleurs les lois d’attraction 
des molécules du fluide sur celles du plan et sur ses propres molécules, 
dans le cas méme ou ces lois ne seraient pas exprimées par une méme 
fonction de la distance. Mais si cette fonction est la méme, alors les 
valeurs de p et de 9’ sont proportionnelles aux intensités respectives 
des attractions, ou, ce qui revient au méme, aux coefficients constants 
qui multiplient la fonction commune de la distance par laquelle la loi 
de ces attractions est représentée; mais ces valeurs sont relatives a des 
volumes égaux. Pour le faire voir, conceyons deux tubes capillaires de 
méme diamétre et de substances différentes, mais dans lesquels un 
fluide s’éleve 4 la méme hauteur. Il est clair que si l’on prend dans ces 
tubes deux volumes égaux et infiniment petits, semblablement placés 
relativement au fluide intérieur, leur action sur ce fluide sera la 
méme, et l’on pourra substituer l’un au lieu de l'autre; or, pour avoir 
leurs attractions a égalité de masses, il faut diviser les attractions 
des volumes égaux par les densités respectives; il faut done diviser 
les valeurs de 0 et de 9’ par les densités respectives des différents 
corps. 

La seconde observation est que les résultats précédents supposent ¢ 
moindre que 0’; car si 9 surpassait 0’, le fluide s’unirait intimement 
au disque gu’il touche et formerait ainsi un nouveau disque dont la 


246 SUR LACTION CAPILLAIRE. 


surface en contact avec le fluide serait le fluide lui-méme. Mais comme 
on peut, par la formule précédente, déterminer la résistance qu’un 
pareil disque opposerait & sa séparation, on sera sur que p est moindre 
que o’ si la résistance qu’un disque oppose est plus petite que la ré- 
sistance ainsi calculée. 


DE L’ADHESION 


DES 


CORPS A LA SURFACE DES FLUIDES ©. 


Journal de Physique, t. LXIII; 1806. 


On a fait un grand nombre d’expériences sur l’adhésion des corps a 
la surface des fluides, mais sans se douter que cette adhésion était un 
effet de action capillaire. M. Thomas Young me parait étre le pre- 
mier qui en ait fait l’ingénieuse remarque (7). En appliquant mon 
analyse 4 ces expériences, j’ai trouvé qu’elle les représente aussi bien 
qu’on doit l’attendre d’expériences trés délicates, et qui ne s’accordent 
pas toujours entre elles. Les phénomeénes dus a l’action capillaire 
étant aujourd’hui ramenés 4 une théorie mathématique, il ne manque 
plus, 4 cette branche intéressante de la Physique, qu’une suite d’expé- 
riences exactes dans lesquelles on isole avec soin tout ce qui peut 
altérer les effets de cette action. Le besoin d’expériences tres précises 
se fait sentir 4 mesure que les sciences se perfectionnent. C’est au 
concours des grandes découvertes en Mécanique et en Analyse, avec 
celles du télescope et du pendule, que l’Astronomie doit ses immenses 
progres. On ne peut donc trop inyiter les physiciens & donner la plus 
grande précision & leurs résultats; comme on ne peut assez encourager 
Vhabile artiste quise voue a la perfection des instruments des sciences. 
Une expérience mal faite a été souvent la cause de beaucoup d’erreurs ; 


(1) Extrait d’un Mémoire, lu dans !a séance de la premiére Classe de l'Institut, du 
24 novembre 1806. 
(*) Transactions philosophiques, année 1805. 
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au liew qu’une expérience bien faite subsiste toujours et devient quel- 
quefois une source de découvertes : on s’appuie sur elle avec con- 
fiance; mais le physicien circonspect se croit obligé de vérifier les 
résultats des observateurs qui n’ont point acquis une juste réputation 
d’exactitude. 

Lorsqu’on applique un disque de verre sur la surface de l'eau sta- 
enante dans un yase d’une grande étendue, on éprouve pour l’en déta- 
cher une résistance d’autant plus considérable que la surface du disque 
est plus grande. En élevant le disque, on souléye en méme temps, au- 
dessus du niveau du fluide renfermé dans le vase, une colonne de ce 
fluide, dont la figure ressemble a celle d’une gorge de poulie. Sa base 
inférieure s’étend indéfiniment sur la surface de niveau : 4 mesure 
que la colonne s’éléye, elle se rétrécit jusqu’aux sept dixiémes environ 
de sa hauteur; ensuite, elle s’élargit et couvre la surface du disque 
par sa base supérieure. Pour déterminer son yolume conceyons, dans 
le plan de sa plus petite largeur, un canal intérieur, d’abord hori- 
zontal, se recourbant ensuite yerticalement jusqu’a la surface de ni- 
yeau du fluide et reprenant, & ce point, sa direction horizontale. II 
est facile de yoir que, dans le cas de la colonne en équilibre, la force 
due a la eapillarité de sa surface doit balancer le poids du fluide ren- 
fermé dans la branche yerticale du canal. En élevant le disque davan- 
tage, ce poids l’emporte sur la force capillaire, et la colonne se détache 
du disque. Le poids de la colonne d’eau soulevée dans cet état d’équi- 
libre est done la mesure de la résistance que l’on éprouve a détacher 
le disque. Si la largeur du disque est considérable on trouye, par l’ana- 
lyse, que ce poids est égal a celui d’un cylindre d’eau, dont la base 
serait celle du disque, et dont la hauteur serait le produit de 1™™ par 
la racine carrée du nombre de millimétres contenus dans la hauteur a 
laquelle l'eau s’éléye dans un tube de verre de 1™™ de diamétre. La 
surface de Peau est tangente a celle du disque; mais si ces deux sur- 
laces se coupaient, il faudrait alors multiplier le résultat précédent 
par le cosinus de la moitié de l’angle aigu qu’elles forment entre elles, 
et le diviser par la racine carrée du cosinus de l’angle entier, 
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Lorsque le fluide, au lieu de s’éleyer, s’abaisse dans un tube capil- 
laire de la matiére du disque, comme le mercure dans un tube de 
verre; la colonne soulevée par le disque n’est plus celle d’une gorge 
de poulie : sa base inférieure s’étend indéfiniment sur la surface du 
disque; mais la colonne se rétrécit continuellement depuis cette base 
jusqu’aux points de son contact avec le disque. Le poids de cette co- 
lonne, dans l'état d’équilibre, est égal a celui d’un cylindre fiuide, 
dont la base serait celle du disque, et dont la hauteur serait le produit 
de 1™™" par le nombre de millimétres dont le fluide s’abaisse dans un 
tube de la matiére du disque, dont le diamétre serait de 1™™, ce pro- 
duit étant multiplié par le sinus de la moitié de l’angle aigu que la 
surface du fluide forme avec le disque et, de plus, étant divisé par la 
racine carrée du cosinus de l’angle total. 

Tous ces résultats ont besoin d’une légére correction relative & la 
supposition d’une grande largeur du disque. Je donne cette correc- 
tion qui peut étre négligée, sans erreur sensible, pour les disques dont 
le diamétre est de 30™™, ou au-dessus. 

Pour comparer les résultats précédents a l’expérience, considérons 
un disque de verre de roo™™ de diamétre. M. Hatty a observé que 
dans un tube de verre de 1™™ de diametre l’eau s’éléve, au-dessus du 
niveau, a la hauteur de 13™",569; d’ow il est facile de conclure, au 
moyen du théoreme énoncé ci-dessus, que la force nécessaire pour 
détacher le disque, de la surface de l’eau, équivaut & un poids de 
288,931. Suivant les expériences de M. Achard, cette force est de 
298,319, ce qui differe tres peu du résultat précédent. On a fait 
quelques expériences sur la résistance qu’oppose un disque de verre 
appliqué a la surface du mercure. Mais pour les comparer a la théorie, 
il faudrait connaitre l’angle que forme la surface de ce fluide, en con- 
tact avec le verre. Une expérience de ce genre, faite avec précision, 
est trés propre a déterminer cet angle qui parait s’élever & 30° ou 40°. 

Si on place, horizontalement l’un sur l’autre, deux disques de 
verre, en laissant entre eux une couche d’eau trés mince, ces deux 
disques adhérent avec une force considérable. Pour la déterminer, on 


OLuvres de L. — XIV. 32 
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obseryera que le fluide interposé prend alors la forme d’une poulie, et 
que le plus petit rayon de courbure de sa surface est & trés peu prés 
égal A la moitié de l’épaisseur de la couche. En négligeant done ici, 
comme on peut le faire lorsque les disques sont fort larges, le plus 
crand rayon de courbure, on trouve la résistance que les deux disques 
opposent a leur séparation, égale au poids d’un cylindre d’eau qui 
aurait pour base la surface du disque et pour hauteur I’élévation de 
l'eau entre deux plans de verre paralléles et distants, l’un de l’autre, 
de l’intervalle qui sépare les disques. M. Guyton de Morveau a fait une 
semblable expérience avec deux disques de verre dont le diamétre 
était de 81™™, 21, et il a trouvé la résistance 4 leur separation, égale 
a 250°,6. Suivant le théoréme précédent, cette résistance n’est que de 
1558,78. La différence d’environ un tiers, entre ces deux résultats, 
tient sans doute, soit & l’évaluation de l’intervalle qui sépare les 
disques, évaluation trés délicate, lorsqu’il s’agit d’aussi petits inter- 
valles, soit aux inégalités des surfaces des disques, qu’il est difficile 
de rendre exactement planes. 

La suspension des petits corps 4 la surface des fluides dépend de ce 
principe général : La diminution du poids d’un corps plongeant dans 
un fluide qui s abaisse prés de lui par Vaction capillaire, est égale au 
poids d'un volume de fluide, pareil a celui de la partie du corps située au- 
dessous du niveau, plus au poids du volume de fluide que le corps écarte 
par laction capillaire. Si cette action éléve le fluide au-dessus du niveau, 
la diminution du poids du corps est alors égale au poids d’un volume de 
‘luide, pareil a la partie du corps située au-dessous du niveau, moins le 
poids du fluide soulevé par l’action capillaire. 

Ce principe embrasse le principe connu d’hydrostatique sur la dimi- 
nution du poids d’un corps plongeant dans un fluide; il suffit d’en 
supprimer ce qui est relatif & l’action capillaire qui disparait totale- 
ment, lorsque le corps est entiérement plongé dans le fluide, au- 
dessous du niveau. 

Pour démontrer le principe que nous yenons d’énoncer, considé- 
rons un canal vertical assez large pour embrasser le corps et tout le 
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volume sensible de fluide qu’il souléve, ou de l’espace qu’il laisse vide 
par l’action capillaire. Concevons que ce canal, aprés avoir pénétré 
dans le fluide, se recourbe horizontalement et qu’ensuite il se reléve 
verticalement, en conseryant dans toute son étendue la méme largeur. 
Il est clair que, dans le cas de l’équilibre, les poids contenus dans les 
deux branches verticales de ce canal doivent étre égaux. Il faut done 
que le corps par son poids compense le vide qu’il produit par l’action 
capillaire; ou s’il souléve par cette action Je fluide, il faut que par sa 
légéreté spécifique il compense le poids du fluide élevé. Dans le pre- 
mier cas, cette action souléve le corps qui peut étre par la maintenu a 
la surface, quoique plus pesant spécifiquement que le fluide; dans le 
second cas, elle tend a faire plonger le corps dans le fluide. C’est ainsi 
gu’un cylindre d’acier, trés délié, dont le contact avec l’eau est em- 
péché soit par un vernis, soit par une petite couche d’air qui l’enve- 
loppe, est soutenu 4 la surface de ce fluide. Si l’on place ainsi deux 
cylindres égaux et paralléles, qui se touchent de maniére qu’ils se dé- 
passent mutuellement, on observe qu’a I’instant ils glissent l'un sur 
l’autre, pour se mettre de niveau par leurs extrémités. La raison de ce 
phénomene est visible. Le fluide est plus déprimé par |’action capillaire 
des deux cylindres, a l’extrémité de chacun d’eux, qui est en contact 
avec l’autre cylindre, qu’a l’extrémité opposée. La base de cette der- 
niére extrémité est done plus pressée que l’autre base, puisque le 
fluide y est plus élevé. Chaque cylindre tend, en conséquence, a se 
réunir de plus en plus avec l’autre; et comme les forces accélératrices 
portent toujours un systéme de corps, dérangé de l’état d’équilibre, au 
dela de cette situation, les deux cylindres doivent se dépasser alterna- 
tivement en faisant des oscillations qui, diminuant sans cesse par les 
résistances qu’elles éprouvent, finissent par étre anéanties. Ces cy- 
lindres, alors parvenus a l'état de repos, sont de niveau par leurs ex- 
trémités. On pourrait déterminer ces oscillations par l’analyse, et 
comparer sur ce point la théorie de l’action capillaire avec l’expé- 
rience. Ces comparaisons sont la vraie pierre de touche des théories 
qui ne laissent plus rien a désirer, lorsqu’on peut a leur moyen, non 
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seulement prévoir tous les effets qui doivent résulter de circonstances 
données, mais encore en déterminer exactement les quantités. 

Si l’on considére l'ensemble des phénoménes capillaires et leur dé- 
pendance du seul principe d'une attraction entre les molécules des 
corps, décroissante avec une extréme rapidité, il est impossible de ré- 
voquer ce principe en doute. Cette attraction est la cause des affinités 
chimiques : elle ne s’arréte point & la surface des corps; mais péné- 
trant dans leur intérieur, & des profondeurs qui, quoique impercep- 
tibles 4 nos sens, sont trés sensibles dans le jeu des affinités, elle pro- 
duit cette influence des masses, dont M. Berthollet a développé les 
effets d’une maniére si neuve et si heureuse. Combinée avec la figure 
des espaces capillaires, elle donne naissance & une yariété presque in- 
finie de phénoménes qui rentrent maintenant, comme les phénoménes 
célestes, dans le domaine de l’Analyse. Leur théorie est le point de 
contact le plus intime de la Physique avec la Chimie, deux sciences 
qui se touchent aujourd’hui par tant de cdtés, que l’on ne peut cultiver 
lune avec un grand succes, sans ayoir approfondi l’autre. La ressem- 
blance de la figure des fluides éleyés, déprimés ouarrondis par l’action 
capillaire, avec les surfaces engendrées par les courbes connues sous 
les noms de chainette, de linéaire et Veélastique, dont les géométres 
s‘oecupérent a l’origine du Calcul infinitésimal, donna lieu de penser 
a quelques physiciens que les surfaces des fluides étaient uniformé- 
ment tendues, comme les surfaces élastiques. Segner, qui parait avoir 
eu le premier cette idée ('), sentit bien qu’elle ne pouvait étre qu’une 
fiction propre & représenter les effets d’une attraction entre les molé- 
cules, décroissante trés rapidement. Cet habile géométre essaya de 
démontrer que cette attraction deyait avoir les mémes résultats; mais, 
en suivant son raisonnement, il est facile d’en reconnaitre l’inexacti- 
tude, et on peut juger, par la note qui termine ses recherches, qu’il 
semble n’en ayoir pas été satisfait lui-méme. D’autres physiciens, en 
reprenant lidée d’une tension uniforme des surfaces fluides, l’ont 


(1) Mémoires de la Société royale de Géttingue, t. I. 
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appliquée a divers phénomenes capillaires. Mais ils n’ont pas été plus 
heureux que Segner, dans I’explication de cette force, et les plus 
sages se sont contentés de l’envisager comme un moyen de repré- 
senter les phénomenes. En se livrant a toutes les conjectures que leur 
premiere vue fait naitre, on peut rencontrer quelques vérités; mais 
elles sont presque toujours mélées avec beaucoup d’erreurs, et leur 
découverte n’appartient gu’a celui qui, les séparant de ce mélange, 
parvient a les établir solidement par lobservation ou par le calcul. 


SUR LA LOI 


DE LA 


REFRACTION EXTRAORDINAIRE DE LA LUMIERE 
DANS LES CRISTAUX DIAPHANES ©. 


Journal de Physique, t. LXYVIII; 1809. 


La yraie loi de la réfraction extraordinaire dans le cristal d’Islande 
a été découverte par Huygens. M. Malus, qui vient de la comparer a 
un trés grand nombre d’expériences faites avec une extréme précision, 
sur les faces naturelles et artificielles de ce cristal, a reconnu qu'elle 
y satisfait exactement, en sorte qu’on doit la mettre au rang des plus 
certains comme des plus beaux résultats de la Physique. Huygens 
l’avait déduite d’une maniére ingénieuse, de son hypothése sur la 
propagation de la lumiére qu’il conceyait formée par les ondulations 
d'un fluide éthéré. Ce grand géométre supposait, dans les milieux 
diaphanes ordinaires, la vitesse de ces ondulations, plus petite que 
dans le yide et la méme dans tous les sens. Il imaginait, dans le cristal 
d’Islande,. deux espéces d’ondulations : dans l’une, la vitesse est la 
méme suiyant toutes les directions; dans l’autre, cette vitesse est va- 
riable et représentée par les rayons d’un ellipsoide de révolution, dont 
le centre est au point d’incidence du rayon lumineux sur la face du 
cristal, et dont l’axe est paralléle @ l’axe du cristal, c’est-d-dire a la 
droite qui joint les deux angles solides obtus du rhomboide. Huygens 
nassigne point la cause de cette variété d’ondulations; et les singu- 


(*) Lu 4 la premiére Classe de l'Institut, dans sa séance du 30 janvier 1809. 
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liers phénoménes qu’offre la lumiére, en passant d’un cristal dans un 
autre, sont inexplicables dans son hypothése. Cela, joint aux grandes 
difficuités que présente la théorie des ondes de lumiére, a fait rejeter 
par la plupart des physiciens la loi de réfraction qu’il y avait attachée. 
Mais l’expérience ayant prouvé l’exactitude de cette loi remarquable, 
on doit la séparer entierement des hypothéses qui l’ont fait découvrir. 
Il serait bien intéressant de la rapporter, ainsi que Newton I’a fait a 
Pégard de la réfraction ordinaire, a des forces attractives ou répul- 
sives, dont l’action n’est sensible qu’a des distances imperceptibles; 
il est, en effet, tres vraisemblable qu’elle en dépend, et je m’en suis 
assuré par les considérations suivantes : 

On sait que le principe de la moindre action a généralement lieu 
dans le mouvement d’un point soumis a ce genre de forces. En appli- 
quant ce principe 4 la lumiere, on peut faire abstraction de la courbe 
insensible qu’elle décrit dans son passage du vide dans un milieu dia- 
phane, et supposer sa vitesse constante, lorsqu’elle y a pénétré d’une 
quantité sensible. Le principe de la moindre action se réduit donc 
alors & ce que la lumiére parvient d’un point pris au dehors, & un 
point pris dans l’intérieur du cristal, de maniére que si l’on ajoute le 
produit de la droite qu’elle décrit au dehors, par sa vitesse primitive, 
au produit de la droite qu’elle décrit au dedans, par la vitesse corres- 
pondante, la somme soit un minimum. Ce principe donne toujours la 
vitesse de la lumiére dans un milieu diaphane, lorsque la loi de la ré- 
fraction est connue; et réciproquement il donne cette loi, quand on 
connait la vitesse. Mais une condition & remplir dans le cas de la ré- 
fraction extraordinaire est que la vitesse du rayon lumineux, dans le 
milieu, soit indépendante de la maniére dont il y est entré et ne 
dépende que de sa position par rapport a |’axe du cristal, c’est-a-dire 
de Pangle que ce rayon forme avec une ligne paralléle 4 cet axe. En 
effet, si lon imagine une face artificielle perpendiculaire 4 l’axe, 
tous les rayons intérieurs également inclinés a cet axe le seront éga- 
lement a la face et seront évidemment soumis aux mémes forces au 
sortir du cristal; tous reprendront leur vitesse primitive dans le vide : 
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la vitesse dans l’intérieur est done pour tous la méme. J’ai reconnu 
que la loi de la réfraction extraordinaire donnée par Huygens satis- 
fait & cette condition, en méme temps qu’au principe de la moindre 
action; ce qui ne laisse aucun lieu de douter qu’elle est due a des forces 
attractives et répulsives, dont l’action n’est sensible qu’a des distances 
insensibles. Une donnée précieuse, pour découvrir leur nature, est 
l'expression de la vitesse & laquelle l’analyse m’a conduit, et qui est 
égale & une fraction dont le numérateur est l’unité, et dont le dénomi- 
nateur est le rayon de l’ellipsoide suivant lequel la lumiére se dirige, 
la vitesse dans le vide étant prise pour unité. La vitesse du rayon or- 
dinaire, dans le cristal, est l'unité divisée par l’axe de réyolution de 
l’ellipsoide; elle est, par conséquent, plus grande que celle du rayon 
extraordinaire : \a différence des carrés des deux vitesses étant propor- 
tionnelle au carré du sinus de l’angle que ce dernier rayon forme avec 
l'axe. Cette différence représente celle des actions du cristal, sur les 
deux espéces de rayons. Suiyant Huygens, la vitesse du rayon extra- 
ordinaire, dans le eristal, est exprimée par Je rayon méme de I’ellip- 
soide; son hypothése ne satisfait donc point au principe de la moindre 
action. Mais il est remarquable qu’elle satisfasse au principe de 
Fermat, qui consiste en ce que la lumiére parvient d’un point donné 
au dehors du cristal & un point pris dans son intérieur, dans le moins 
de temps possible, car il est facile de yoir que ce principe revient a 
celui de la moindre action, en y renyersant l’expression de la vitesse. 
Ainsi lun et l'autre de ces principes conduisent a la loi de la réfraction 
extraordinaire, découverte par Huygens, pouryu que dans le prin- 
cipe de Fermat on prenne, avec Huygens, le rayon de l’ellipsoide pour 
representer la vitesse et que, dans le principe de la moindre action, 
ce rayon représente le temps employé par la lumiére a parcourir un 
espace déterminé pris pour unité. Si les axes de l’ellipsoide sont égaux 
entre eux, l’ellipsoide devient une sphére, et la réfraction se change 
en refraction ordinaire; ainsi dans ces phénoménes la nature, en allant 
du simple au composé, fait succéder les formes elliptiques 2 la forme 
circulaire, comme dans les mouyements et la figure des corps célestes. 
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Descartes est le premier qui ait publié la vraie loi de la réfraction 
ordinaire, que Kepler et d’autres physiciens avaient inutilement 
cherchée. Huygens affirme, dans sa Dioptrique, qu'il l’a vue présentée 
sous une autre forme, dans un manuscrit de Snellius, qu’on lui a dit 
avoir été communiqué a Descartes, et d’ot peut-étre, ajoute-t-il, ce 
dernier a tiré le rapport constant des sinus de réfraction et d’inci- 
dence. Mais cette réclamation tardive d’Huygens en faveur de son 
compatriote ne me parait pas suffisante pour enlever & Descartes le mé- 
rite d’une découverte que personne ne lui a contestée de son vivant. 
Ce grand géométre l’a déduite des deux propositions suivantes : Pune, 
que la vitesse de la lumiére paralléle a la surface d’incidence n’est al- 
térée ni par la réflexion, ni par la réfraction; autre, que la vilesse est 
différente dans les milieux divers, et plus grande dans ceux qui réfrac- 
tent plus la lumiére. Descartes en a conclu que si, dans le passage d’un 
milieu dans un autre moins réfringent, Pinclinaison du rayon lumt- 
neux est telle que l’expression du sinus de réfraction soit égale ou plus 
grande que le rayon, alors la réfraction se change en réflexion, les deux 
angles de réflexion et d’incidence étant égaux. Tous ces résultats sont 
conformes a la nature, comme Newton I’a fait voir par la théorie des 
forces attractives; mais les preuves que Descartes en a données sont 
inexactes et il est assez remarquable que Huygens et lui soient par- 
venus, au moyen de théories incertaines ou fausses, aux yéritables lois 
de la réfraction de la lumiére. Descartes eut & ce sujet, avec Fermat, 
une longue querelle, que les Cartésiens prolongérent aprés sa mort 
et qui fournit & Fermat l’occasion heureuse d’appliquer sa belle mé- 
thode de maximis et minimis, aux expressions radicales. En considé- 
rant cette matiére sous un point de yue métaphysique, il chercha la loi 
de la réfraction, par le principe que nous ayons exposé précédemment, 
et il fut trés surpris d’arriver & celle de Descartes. Mais ayant trouvé 
que, pour satisfaire & son principe, la vitesse de la lumiére deyait étre 
plus petite dans les milieux diaphanes que dans le vide, tandis que 
Descartes la supposait plus grande, il se confirma dans la pensée que 
les démonstrations de ce grand géométre étaient fautives. Maupertuis, 
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conyaincu par les raisonnements de Newton de la vérité des supposi- 
tions de Descartes, reconnut que la fonction qui, dans le mouvement 
de la lumiére, est un minimum n’est pas, comme Fermat le suppose, 
la somme des quotients, mais celle des produits des espaces décrits 
par les yitesses correspondantes. Ce résultat, étendu a V'intégrale du 
produit de l’élément de Vespace par la vitesse dans les mouvements 
variables, a conduit Euler au principe de la moindre action, que M. de 
Lagrange ensuite a dérivé des lois primordiales du mouvement. 
L’usage que je fais de ce principe, soit pour reconnaitre si la loi de 
réfraction extraordinaire donnée par Huygens dépend de forces 
attractives ou répulsives, et pour l’élever ainsi au rang des lois rigou- 
reuses, soit pour déduire réciproquement l’une de l’autre les lois de la 
réfraction et de la vitesse de la lumiére dans les milieux diaphanes, 


m’a paru mériter attention des physiciens et des géometres. 


CONSIDERATIONS 


SUR LA 


THEORIE DES PHENOMENES CAPILLATRES. 


Journal de Physique, t. ULXXXIX; 1819. 


So S 


J’ai donné, dans deux suppléments au dixiéme Liyre de la Mécanique 
celeste ('), une théorie de ces phénoménes, fondée sur l’hypothése 
d’attractions entre les molécules des corps qui cessent d’étre sensibles 
a des distances sensibles. Déja Newton, dans la question trés étendue 
qui termine son Opizque, avait attribué & ce genre d’attraction les phe- 
noménes capillaires et tous les phénoménes chimiques. II ayait ainsi 
posé les vrais fondements de la Chimie; mais ses idées, justes et pro- 
fondes, ne furent pas alors mieux comprises que sa théorie du syst¢me 
du monde; elles ont méme été adoptées plus tard que cette théorie. A 
la vérité, ce géometre n’ayant pas soumis au calcul, comme il l’ayait 
fait pour les lois de Képler, la loi principale des phénomenes ca- 
pillaires, savoir: l’élévation ou Ja dépression des liquides dans un tube 
eapillaire et cylindrique, en raison inverse de son diameétre, on 
pourrait élever des doutes sur la cause & laquelle il attribuait ce phé- 
noméne général; car il ne suffit pas, pour expliquer les effets de la 
nature, de les faire dépendre vaguement d’un principe, il faut prouver 
par le calcul que ces effets en sont une suite nécessaire. Personne ne 
sentait micux que Newton la nécessité de cette régle; mais il a sans 
doute été arrété par les difficultés du probléme comme a l’égard de 
plusieurs points du systéme du monde, qu'il s’était contenté d’attri- 


(1) OLuvres de Laplace, T. IV. 
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buer, sans preuye, & lattraction uniyerselle, et que l’analyse perfec- 
tionnéea fait dériver de ce principe. Clairaut est le premier qui ait entre- 
pris d’appliquer l’analyse aux phénoménes capillaires, dans son bel 
Ouyrage sur la figure de la Terre; il suppose que les molécules du verre 
et de leau s’attirent réciproquement suivant une loi quelconque et, 
apres ayoir analysé toutes les forces qui en résultent pour soulever 
l'eau dans un tube de verre, capillaire et cylindrique, il se contente 
d’obseryer, sans le prouyer, gu’tl y a une telle lot a donner a Uattrac- 
tion, quil en résulte que l'élevation de Ueau dans le tube sera en raison 
renversée du diametre, ainst que l experience le donne. Mais la difficulté 
du probléme consiste a faire voir l’existence de cette loi, et & la déter- 
miner. C'est l'objet que j’ai rempli dans ma théorie de l’action capil- 
laire. D’aprés cette théorie, l’éléyvation et la dépression des liquides 
dans les tubes capillaires, en raison inverse du diamétre de ces tubes, 
exigent que l’attraction moléculaire soit insensible & des distances 
sensibles; toute loi de ce genre satisfait & ce phénomene. L’analyse qui 
m’a conduit & ce résultat m’a donné pareillement l’explication des 
phénoménes nombreux et yariés que présentent les liquides dans les 
espaces capillaires; j’ai multiplié le plus qu’tl m’a été possible ces 
phénomeénes, etj’ai (rouvé constamment les résultats du caleul d’accord 
avec l’expérience; aussi ai-je eu la satisfaction de voir ma théorte 
adoptée par tous les géométres qui lont approfondie. Mes savants 
confréres Haiiy et Biot l’ont exposée avec autant de clarté que d’élé- 
gance dans leurs traités de Physique, et un jeune physicien bien connu 
de Académie, M. Petit, en a fait le sujet d’une dissertation intéres- 
sante. Il faut done exclure toutes les lois d’attraction, sensibles 4 des 
distances sensibles et différentes de la gravitation universelle. 
Hawskbée avait déja reconnu, par l’expérience, que l’épaisseur plus ou 
moins grande des parois d’un tube capillaire n’a aucune influence sur 
léléyation du liquide, et il en avait conclu que l’attraction du tube est 
insensible & une distance sensible; mais l’éléyation du liquide, & rai- 
son inyerse du diamétre du tube, le prouye d’une maniére beaucoup 
plus précise. 
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Une romarque importante est que la méme attraction moléculaire 
agit d'une maniere trés différente dans les phénoménes chimiques et 
dans les phénoménes capillaires. Dans les premiers, elle exerce toute 
son énergie; elle est tres faible dans les seconds et dépend de la 
courbure des espaces capillaires qui renferment les liquides. L’effet 
chimique de l’attraction est exprimé par l’intégrale de la différentielle 
de la distance, multipliée par une fonction gui dépend de cette attrac- 
tion, et qui diminue avec une extréme rapidité quand la distance 
augmente. L’intégrale du produit de la méme différentielle par la dis- 
tance, divisée par le rayon de courbure de l’espace, exprime l’effet 
capillaire. Il est facile d’en conclure que cet effet est d’un ordre trés 
inféricur & celui de l’effet chimique, quand la distance 4 laquelle 
attraction devient insensible est trés petite relativement au rayon de 
courbure. 

Dans la nature, Jes molécules des corps sont animées de deux forces 
contraires : leur attraction mutuelle et la force répulsive de la chaleur. 
Quand les liquides sont placés dans le vide, ces deux forces se font a 
tres peu pres équilibre; si elles suivaient la méme loi de variation rela- 
tivement a la distance, Vintégrale qui exprime l’effet capillaire serait 
insensible; mais si les lois de leur yariation sont différentes, et si, 
comme cela est nécessaire pour la stabilité de l’équilibre, la force ré- 
pulsive de la chaleur décroit plus rapidement que la force attractive, 
alors l’expression intégrale des effets capillaires est sensible, dans le 
cas méme ol l’expression intégrale des effets chimiques devient nulle, 
et les phénoménes capillaires ont lieu dans le vide comme dans Pair, 
conformément a l’expérience : la théorie que j’ai donnée de ces phéno- 
ménes embrasse l’action des deux forces dont je viens de parler, en 
prenant pour l’expression intégrale de Veffet capillaire la difference 
des deux intégrales relatives a l’attraction moléculaire et & la force ré- 
pulsive de la chaleur, ce qui répond 4 l’objection du savant physicien 
M. Young, qui reproche a cette théorie de ne point considérer cette 
derniére force. 

Comment ces forces attractives et répulsives dont l’action est si dif- 
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férente dans les phénoménes chimiques et dans les phénoménes ca- 
pillaires agissent-elles dans le mouvement des liquides? C’est une 
question que les yrais géométres jugeront trés difficile. Une longue 
suite d’expériences précises et yariées, l'emploi de toutes les res- 
sources de l’analyse, et probablement encore la création de nouvelles 
méthodes, seront nécessaires pour cet objet. Aprés avoir reconnu I’in- 
fluence de la courbure des surfaces dans les espaces capillaires, 
jessayai d’appliquer mon analyse au mouvement d’oscillation des 
liquides dans les tubes recourbés trés étroits. On concoit, en effet, que 
dans ce mouyement la courbure de la surface du liquide change sans 
cesse, ce qui produit une force variable qui tend & élever ou a déprimer 
le liquide, suivant que la surface est concave ou conyexe. Cette force a 
sur le mouyement du liquide une influence sensible lorsque le tube est 
fort étroit et quand les oscillations ont peu d’étendue. Quelques expé- 
riences me paraissent l’indiquer; mais le frottement du liquide contre 
les parois du tube et la viscosité des molécules liquides, ou la diffi- 
culté plus ou moins grande qu’clles éprouvent & glisser les unes sur 
les autres, deux causes qu’il est presque impossible de soumettre au 
calcul et de combiner avec le changement de sa surface, me firent 
abandonner cette recherche. L’effet de ces causes est remarquable, 
méme dans les phénomeénes capillaires, et l’on doit user de précau- 
tions pour s’en garantir. On l’éprouve journellement dans les obserya- 
_tions du barométre, qu'il faut légerement agiter pour avoir la hauteur 
du mercure due & la seule pression de l’atmosphere. Cet effet s’observe 
encore lorsque l’eau s’éléye dans un tube de verre capillaire. Newton, 
Hawskbee et M. Hatiy n’ont trouvé, par leurs expériences, que la moitié 
de la hauteur obseryée par M. Gay-Lussac. Les premiers employaient 
(les tubes secs, dont les parois opposaient par leur frottement et par 
lair adhérent & leur surface une résistance sensible & l’ascension de 
l'eau; le second, pour anéantir cette résistance, humectait ces parois ; 
il obtenait ainsi une hauteur toujours Ja méme et double & peu pres 
de la précédente. 


Le frottement et la viscosité des liquides doivent étre principalement 
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sensibles dans leur écoulement par des canaux étroits; ce phénomeéene 
composé ne peut done pas nous conduire aux lois de l’attraction molé- 
culaire. Quand on yeut remonter & un principe général, la méthode 
philosophique prescrit d’en considérer les effets les plus simples. Ce 
fut par les lois simples du mouvement elliptique que Newton décou- 
vrit le principe de la pesanteur universelle, qu’il ett difficilement re- 
connu dans les inégalités nombreuses et compliquées du mouvement 
lunaire. On doit pareillement rechercher les lois des attractions molé- 
culaires, en considérant leurs effets dans les phénoménes de la sta- 
tique chimique et dans ceux que présente l’équilibre des liquides con- 
tenus dans les espaces capillaires. Ces phénoménes ne laissent aucun 
lieu de douter que ces attractions soient insensibles a des distances 
sensibles; ils prouvent encore qu’elles s’étendent au dela du contact; 
autrement l’expression intégrale des effets capillaires serait nulle, ainsi 
que influence de la masse dans les affinités chimiques, influence 
dont M. Berthollet a si bien développé les effets et a laquelle la théorie 
capillaire préte ’appui du calcul. Mais s’il est indispensable d’admettre, 
entre les molécules des substances pondérables, des forces qui 
s’étendent a une petite distance des surfaces, il serait contraire & tous 
les phénomeénes de supposer cette distance appréciable. De pareilles 
forces seraient sensibles dans les observations astronomiques et dans 
les expériences du pendule; surtout elles se seraient manifestées dans 
la belle expérience de Cavendish, pour déterminer la densité de la 
Terre. Dans toutes ces observations trés précises, on n’a reconnu que 
les effets de la pesanteur universelle. Quelques physiciens, pour ex- 
pliquer les phénoménes du magnétisme, ayaient introduit des forces 
attractives et répulsives, décroissantes comme le cube de la distance; 
mais Coulomb, gui joignait, a l’art de faire avec précision les expé- 
riences, l’esprit d’investigation qui sait les diriger vers un but inté- 
ressant, reconnut que les forces de l’électricité et du magnétisme 
suivent la méme loi que l’attraction universelle. Ces forces présentent 
quelquefois, par leur décomposition, des résultantes qui décroissent en 
raison du cube de la distance, comme il arrive aux attractions du 
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Soleil et de la Lune dans le flux et le reflux de la mer. Mais si les phé- 
noménes composés qui sont les effets de ces résultantes ne conyien- 
nent pas pour faire découvrir les lois primordiales, ils sont trés propres 
i verifier ces lois, quand on peut les soumettre au calcul. Le savant 
dont je viens de parler ayait fait, dans cette vue, un grand nombre 
d’expériences délicates touchant Ja maniére dont l’électricité est ré- 
pandue sur la surface de divers globes électrisés, en contact ou en pré- 
sence les uns des autres; mais les explications qu’il en a données, 
quoique ingénieuses, étaient imparfaites et ne pouvaient acquérir 
l’exactitude désirable qu’au moyen d’une analyse plus profonde que 
celle dont il a fait usage. Cet objet a été complétement rempli par 
M. Poisson, dans deux beaux Mémoires insérés parmi ceux de I’In- 
stitut. L’accord de ses caleuls avec les expériences de Coulomb est 
une verification importante de la loi des forces électriques. Ces appli- 
cations de la haute analyse ont le double avantage de perfectionner 
ce puissant instrument de esprit humain, et de nous faire pénétrer 
profondéement dans la nature dont les phénoménes sont les résultats 
mathématiques d’un petit nombre de lois générales. 
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MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT 


DUN 


CORPS QUI TOMBE D'UNE GRANDE HAUTEUR. 


Bulletin de la Société philomathique, t. Il; 1803. 


Un corps qui tombe d’une hauteur considérable s’éloigne un peu 
de la verticale, en vertu du mouvement de rotation de la Terre; cet 
écart bien observé est done propre & manifester ce mouvement. 
Quoique la rotation de la Terre soit maintenant établie avec toute la 
certitude que les Sciences physiques comportent, cependant une 
preuye directe de ce phénoméne doit intéresser les géométres et les 
astronomes. Ils ont fait, en conséquence, plusieurs expériences sur 
la chute des corps qui tombent d’une grande hauteur et ils ont en 
méme temps donné la théorie de ce mouvement; mais leurs résultats 
présentent de grandes differences. Tous conviennent que le corps doit 
dévier vers lest de la verticale, plusieurs pensent qu'il doit 8 la fois 
dévier vers l’équateur; d’autres, enfin, prétendent que cette derniére 
déviation n’aurait point lieu dans Ie vide, mais qu’elle doit étre pro- 
duite par la résistance de l’air. Au milieu de ces incertitudes, j’ai cru 
qu'une analyse exacte de ce probléme serait utile & ceux qui youdront 
comparer sur ce point la théorie aux observations. C’est l’objet de ce 
Mémoire dans lequel je donne la yéritable expression de la déviation 
du corps, en ayant égard a la résistance de lair et je fais voir que, 
quelles que soient cette résistance et la figure de la Terre, il ne doit 
point y avoir de déyiation vers l’équateur. 
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L’Obseryatoire national offre un puits d’environ 54™ de profondeur, 
depuis la plate-forme du sommet jusqu’au fond des caves, et qui est 
trés propre Ace genre d’expériences, auquel il fut primitivement des- 
tiné. En choisissant le moment ow l’atmosphere est calme et en fer- 
mant exactement l’Obseryatoire, on éyitera influence du mouvement 
de l’air dont on se garantirait plus strement encore et trés facilement, 
au moyen de quatre tambours adaptés verticalement aux quatre voutes 
que le puits traverse. La déyviation du corps vers lest serait d’environ 
6™™, suivant la théorie. Cette quantité, quoique trés petite, peut etre 
reconnue par des expériences trés précises et répétées plusieurs fois. 

Nommons x, y, = les trois coordonnées rectangles du corps, !ori- 
zine de ces coordonnées étant au centre de la Terre et l’axe des x étant 
l’axe de rotation de cette planéte. Soient 
r le rayon mené de ce centre au sommet de la tour d’ot le corps 

tombe; 

§ l’angle que r forme avec l’axe de rotation; 

w langle que le plan passant par r et par l’axe de la Terre forme avec 
le plan passant par le méme axe et par /’un des axes principaux de 
la Terre, situes dans le plan de son équateur ; 


nt le mouvement angulaire de rotation de la Terre. 


En nommant X, Y, Z les coordonnées du sommet de la tour, on 


aura 
% =r cos, 


Y—rsin§9cos(nt+ o), 


Z—rsin§9sin at+o); 


nt + étant l'angle que le plan passant par r et par l’axe de la Terre 
forme avec le plan des a et des y. 

Supposons ensuite que, relativement au corps dans sa chute, r se 
change en r— as, 9 dans 9+ xu et w dans » + «9; on aura 


z=(r—as)cos(9+ au), 
¥=(r— zs) sin(@+ au) cos(nt+w-+ «o), 


2—=(r—azs) sin(§+ au) sin(nt+5+ ae). 
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Nommons V la somme de toutes les. molécules du sphéroide ter- 
restre, divisées par leurs distances au corps attiré. Les forces dont ce 


corps est anime par l’attraction de ces molécules sont, parallelement 
ee dV\ (dV dV io 
aux axes des x, des y et des , ( >— }» (=— } et (—- }, comme il résulte 
da} \dy, dz 
du n° 11 du second Livre de ma Mécanique céleste (‘). Pour avoir égard 


: ae : Z ZN, oe 
a la résistance de l’air, nous pouvons représenter par (as, aT) l’ex- 


pression de cette résistance; car la yitesse du corps, relative & Jair 
considéré comme immobile, étant considérablement plus grande dans 
le sens de r que dans le sens perpendiculaire ar, ainsi qu’on le verra 


ay 


bientot, l’expression de cette vitesse relative est & trés peu pres «7. 


Si Pon fait, pour plus de simplicité, r=1, la vitesse relative du 


du 


7 et dans le sens de w elle est égale & 


corps dans le sens de 9 est « 


de 


7 sin; la résistance de l’air sera done 


a 


ds dt 
dt 
dans le sens der; 
i 
— o( as, er ar 
ds dt’ 
dt 


dans le sens de 9; 


dans le sens de w. 


j ds 
O) (es, a ) 


Nommons K le facteur ———,——; on aura, par le principe des vi- 


CF 


(1) OE£uvres de Laplace, t. I. 
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tesses virtuelles, 
ax ay ds 


de + dy ae + ae 


pC ORE 
—éx(F)-% dy —- O4 we ? 


+ 4 68 ai a tees oily sendin’ Pat, 
—Kora> +Koda—7 +Kodwsintéa 7s 


o=cs 


la caractéristique différentielle ¢ se rapportant aux coordonnées 7, 0 
eto, dont 2, y, s sont fonctions. En substituant pour a, y, 5, leurs 
valeurs précédentes, on a, en négligeant les termes de l’ordre «?, 


5 ae 207 9) sais oxo 
=or(|—-@ — 2anr— sin? 
ge de dt dt 
au dey du 
2 6/ ces te SOM —— SLIDE G-- ak —— 
+7 0 (a rT Aan in§ cos§ + Ky 
(1) A 
2 
+ 72 6w sin9 = Brey Mao taney ot Sete mn Ko ae 
dt? dt air dt 


be Bs Mien ae 
—oVv— that Soma as)? sin?(6+ au)]+.... 
Par la nature de l’équilibre de la couche d’air dans laquelle le corps 
se trouve, ona 
we As oy 
(2) o=o\ + — o[(r —as)* sin?(9+ au)]... (*), 
pouryu que la valeur de ér soit assujettie & la surface de niveau de la 


couche. Soit, a cette surface, 


r—at+y, 


y étant une fonction de 9, de w et de a, a étant constant pour la méme 


couche ; equation (2) donne ainsi 
(¥ a (DNs dQ), _ (dQ 
i da} °” a \ deo oe 
Q étant supposé égal & V+ — “Ur — as)? sin?(9 + ~u)] et en retran- 


(1) Ckuvres de Laplace, t. 1, p. 110. 
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ot 
— 


chant cette équation de l’équation (1), on aura 


5 d*s dy ds 
— SI ig tan — rH fae 
O07 ( a sie 2anr i sin? §— «K a) 


- au dv du’ 
Seay 05(a TE aan T sind cos9 + 2k a 


ds sin9 dev ) 


ay du 
+r? dw sing a ——~ sind + 2an—~cos G—930n — —— + aK — sind 
( dt es NES Te eS dt se 


ad (S) Ie a (F )2s “a (H) 0. 


Sil’on égale & zéro les coefficients des trois variations ¢r, 64 et cw, 
. , Z dQ , , . 
et si l’on observe que — ( = } représente la pesanteur que nous dési- 


gnerons par g ('), om aura, en prenant pour l’unité le rayon 7, 

ce qu’on peut faire ici sans erreur sensible, les trois équations sui- 

vantes : 
a 


lo 5 igen LAGER T ROE aes o 
‘dl? dt acare rt 


ee ae dv du dy 
ORS hag aan sing cos9+ ak — — g (ZF) 


dy du ds do g [dy 
om # sing + 2%nF cosd — ran 7 sing + aK 7 sind — > (7) 


Si l’on prend la seconde décimale, ou la cent-milliéme partie du 
jour moyen, pour unité de temps, x est le petit angle décrit dans 
une seconde par la rotation de la Terre. Cet angle est extrémement 
petit; et comme au et «¢ sont de trés petites quantités par rapport a «s, 
on peut négliger, dans la premiére de ces trois équations, le terme 


LClee 
“sin§cos§ et, dans 


ONS as a 
2an--sin?4; dans la deuxieme, le terme — 207 


dt 


5 ae du ee : ‘cis , 
la troisiéme, le terme 2an 7 cos; ce qui réduit ces trois équations 


(1) OEuvres de Laplace, t. Il, p. 75 
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aux suivyantes 


25 als 
omar +aks —& 

dau K 24 dy 
O= 8 ae Sa de 

dy ds dv g (dy 
o= aT sing—2an Tsing + aK 5 sind — £5 (%) 


ds 
K étant une fonction de as et de a>, la premitre de ces équations 
: ie ; dy We 
donne «s en fonction du temps ¢. Si lon fait au = as 7g )? On satis- 


ine f ; 4 dy ‘ 
fera a la deuxiéme de ces équations; parce que g et (3) peuyent etre 


supposés constants pendant la durée du mouvement, vu la petitesse 
de la hauteur d’ou le corps tombe, relativement au rayon terrestre. 


Cette maniére de satisfaire & la seconde équation est la seule qui con- 


vienne ala question présente, dans laquelle uw, — sont nuls ainsi que s 


du 

dt 
We evar als : ee : pyle 

et > a Vorigine du mouvement. Maintenant, si l’on imagine un fil & 
c 

plomb de la longueur as, suspendu au point d’ot le corps tombe, il 


s‘écartera, au midi du rayon r, de la quantité as (Sh “s) et, par consé 


quent, de la quantité zw; le corps en tombant est done toujours sur 

les paralléles des points de la yerticale qui sont & la méme hauteur 

que lui, il n’éprouye ainsi aucune déyiation yers le midi de cette ligne. 
Pour intégrer la troisieme équation, nous ferons 


avsing = —* yy Boe 
. ~ sing \ dw 


eft nous aurons 


a Pata Ka hes 9 
=2—~ +¢4K— —2¢n—sind, 
dt? dl dt 


Le corps s’écarte, a lest du rayon r, de la quantité «vsin9 ou 
CSA N Se , F . Py. . 1) 
(5) + 9’, mais le fil a plomb s’écarte, a l’est de ce rayon, de la 


sing \ 
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ap as dy 5 / o7 . ’ of bs 
quantité —= (2); av’ est done l’écart du corps a lest de la verticale. 
Supposons maintenant la résistance de l’air proportionnelle au carré 


ds 


dt 
de la figure du corps et de la densité de l’air, densité variable 4 raison 


de la vitesse, en sorte que & = ma—, m étant un coefficient qui dépend 


de l’éléyation du corps, mais qui peut étre ici supposée constante sans 
erreur sensible. On aura 


jess ae teed 
one y masts: We oF 


Pour intégrer cette équation, nous ferons 


I Ul 
as logs’, 


et nous aurons 


ce qui donne en intégrant 


s'= Aevme +. Bem, 


e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité et A et B 
étant deux arbitraires. Pour les déterminer nous obseryerons que «s 
doit étre nul lorsque ¢ = 0, ce qui donne alors 


et, par conséquent, 
A+B=1; 


ek ee Pe P . ds! . 
de plus, «> doit étre nul avec ¢ et, par conséquent, aussi 7» ce qui 


donne 
A—B=}o. 


On a done 
I 
A= Boze 
2 
et, par conséquent, 
as—= —log (Seve _ see), 
m 2 2 


OEwres de L. — XIV. 35 
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et en réduisant en séries 
g? mgt ug mé? gts anas 
12 Ms) 


as 
2 


Pour déterminer «e, nous observerons que ona 
ds' 


at hind 
dt ms dt’ 


et qu’ainsi l’équation différentielle en ae’ devient 
ds’. 
da sin 0, 


Pol ds de’ 
=< a 4£—- 
soe a dt atm ad 


d’ou l’on tire, en intégrant, 

E dy! 

a —_—_— — 
dl 


an. - 
— sin@s'+ C, 
ne 
C étant une constante arbitraire. Pour la déterminer, nous observerons 


, y ’ . 
que ¢ étant nul, =- = o et qualors s’=1, ce qui donne 
dt 


2 2 . 
C=— —sind, 
We 


7 ) sin 9. 


dy! 2n “ene an 
“2— = —{i1—-—} sind = — [{ 1— —— 

dt m s m ev mgs 4 en ty mg 
avec ¢, On aura 


En intégrant de maniére que ag’ soit nul 
e —e? 
> 


, ansing 4nsin§ 
CSS —————— ar 7a r 
m mVMNE =V¥mg <= INE 
oO e =~ ¢ 2 


et en rédujsant en séries, on aura 
Mgr 2 Oi) Is t 


ng sin§ 
4 


yf — 
at 3 
On doit observer, dans ces expressions de as et de a’, que ¢ expri- 
mant un nombre d’unités de temps, g est le double de l’espace que la 
pesanteur fait décrire dans la premiére unité de temps; nd est l’angle 
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de rotation de la Terre pendant le nombre ¢ d’unités et mg est un 
nombre dépendant de la résistance que l’air oppose au mouvement du 
corps. 

Pour avoir le temps de la chute et l’écart vers l’est, en fonction de 
la hauteur d’ot le corps est tombé, nommons A cette hauteur. On aura 
par ce qui précéde 

2emh— etme + etme, 
d’ot lon tire 
b= == log - (Vem 1+ vemh—_)’; 


: Ms 
et ensuite 


0! = toss (VET + enh —1)* — 9 are rang “—)| sin 6, 
mi/mg 2 erry, 

La hauteur A étant donnée, l’observation du temps ¢ donnera la 
valeur de met l’on en conclura «’ ou la déviation du corps vers lest 
de la verticale. L’accord de ce résultat avec l’expérience manifestera 
le mouvement de rotation de la Terre. On pourra encore déterminer né 
par la figure et la densité du corps et par les experiences déja faites 
sur la résistance de lair. 

Dans le vide ou, ce qui revient au méme, dans le cas de m infini- 
ment petit, ona 


ay anh sing ue 
3 g 

§ est a fort peu prés le complément de la latitude du lieu et, pour Paris, 
on peut supposer § = 41°9/46", n est l’angle de rotation de la Terre 
pendant une unité de temps. Si !’on prend pour cette unité la cent- 
milliéme partie du jour, on aura 

1 296 000 

See 


i 


parce que la durée de la rotation de la Terre est o!°™,99727; on a 
ensuite a Paris 


I 
-e= 3™, 66107. 
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En supposant done 2 = 54", on trouve 


ag’ = 5™™,9339 (*). 


Additions du Rédacteur. 


M. Guglielmini parait étre le premier qui ait éveillé sur ces objets 
l’attention des astronomes et des géométres, par des expériences qu'il 
fiten 1791, et dont le C. Lalande a rendu compte dans le Magasin en- 
cyclopédique. En faisant tomber des corps d’une hauteur de 241 pieds, 
il trouya A lest de la yerticale une déviation de 8 lignes et une de 
5 lignes vers le sud, et ces résultats furent conformes a la théorie qu’il 
s’était faite. Ces expériences ont été répétées l’année derniére a 
Hambourg, par M. Henzenberg, qui a communiqué ses résultats au 
C. Laplace. 

M. Henzenberg, faisant tomber des corps d’une hauteur de 235 pieds 
de Paris, trouva que leur déyiation a l’est était de 4 lignes, et il en 
obserya aussi une au sud, mais de 1,5 ligne seulement. Cette dernitre, 
que la théorie du C. Laplace n’explique pas, tient peut-étre & des cir- 
constances météorologiques. 

La latitude de Hambourg étant de 53°36’, on a 


9 — 36°24/, 
puis 
hk = 235 — 76", 337. 


Ayee ces données on trouve, par la formule du C. Laplace, en ne 
tenant pas compte de la résistance de l’air, une déviation a lest de 


() Pour effectuer ce calcul, il faut observer que le numérateur de x est la circon{é- 
rence du cercle, exprimée en secondes sexagésimales, et doit étre converti en parties 
du rayon, en le divisant par l’arc égal au rayon, are dont le logarithme est 5,3144251. 

Le C. Laplace n’a pas tenu compte ici de la résistance de l’air, parce que son influence 


sur les balles de plomb d’un petit diamétre, avee lesquelles on fait les expériences, est 
trés petite. ( Vote du R.) 
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3™™,79 ou environ 3,9 lignes du pied de Paris, résultat qui s’accorde 
a 75 de ligne avec l’observation de M. Henzenberg. 

M. Guglielmini a écrit au C. Lalande, en 1797, qu’il avait reconnu 
qu'il ne devait point y avoir de déviation au sud, et ila fait, en consé- 
quence, de nouvelles expériences, mais dont les résultats ne nous 
sont pas parvenus. L. C. 


MEMOIRE 


LA DOUBLE REFRACTION DE LA LUMIERE 


DANS LES CRISTAUX DIAPHANES ©. 


Bulletin de la Société philomathique, t. 1; 1808. 


La lumiére, en passant de lair dans un milieu diaphane non cris- 
tallisé, se réfracte de maniére que les sinus de réfraction et d’inci- 
dence sont constamment dans le méme rapport; mais lorsqu’elle tra- 
verse la plupart des cristaux diaphanes, elle présente un singulier 
phénomeéne, qui fut d’abord obseryé dans le cristal d’Islande, ot il est 
trés sensible. 

Un rayon lumineux, qui tombe perpendiculairement sur une des 
faces naturelles de ce cristal, se divise en deux parties : l’une traverse 
le cristal sans changer de direction; l’autre s’en écarte dans un plan 
paralléle au plan mené perpendiculairement a la face, par l’axe du 
cristal, c’est-a-dire par la ligne qui joint les sommets de ses deux 
angles solides obtus. Cette division du rayon a généralement lieu rela- 
tivement a une face quelconque naturelle ou artificielle, et quel que 
soit langle d’incidence : une partie suit la loi de la réfraction ordi- 
naire; l'autre partie suit une loi de réfraction extraordinaire reconnue 
par Huygens et qui, considérée comme un résultat de l’expérience, 
peut etre mise au rang des plus belles découvertes de ce rare génic. 


(') Foir le développement de ce Mémoire dans les OZuvres de Laplace, T. XII, p. 267. 
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Il y fut conduit par la maniére dont il envisageait la propagation de la 
lumiére qu’il supposait formée par les ondulations d’un fluide éthéré. 
Dans les milieux diaphanes ordinaires, la vitesse de ces ondes était, 
suivant lui, plus petite que dans le vide et la méme dans tous les sens. 
Mais il imaginait dans le cristal d’Islande deux espéces d’ondulations : 
dans l’une, la vitesse était la méme suivant toutes les directions, 
comme dans les milieux ordinaires; dans l’autre, cette vitesse était 
variable et représentée par les rayons d’un ellipsoide de révolution 
aplati, dont le centre serait au point d’incidence du rayon lumineux 
sur la face du cristal, et dont l’axe serait paralléle 4 l’axe du cristal. 
Huygens avait encore reconnu que, pour satisfaire a l’expérience, il 
fallait représenter la vitesse des ondulations relatives 4 la réfraction 
ordinare, par le demi-petit axe de l’ellipsoide; ce qui lie d’une maniére 
tres remarquable les deux réfractions, ordinaire et extraordinaire. Ce 
grand géométre n’assignait point la cause de cette yariété d’ondula- 
tions; et le singulier phénomene qu’offre la lumiére en passant d’un 
cristal dans un autre, et dont nous parlerons & la fin de ce Mémoire, 
est inexplicable dans son hypothese. Cela, joint aux grandes difficultés 
que présente la théorie des ondes de lumiere, a fait rejeter, par Newton 
et la plupart des physiciens qui l’ont suivi, la loi de réfraction 
qu’ Huygens y avait attachée. Mais M. Malus ayant prouvé, par un 
grand nombre d’expériences tres précises, l’exactitude de cette loi, on 
doit la séparer entiérement des hypothéses qui l’ont fait découvrir. II 
serait bien intéressant de la rapporter, ainsi que Newton l’a fait & 
l’égard de la réfraction ordinaire, 4 des forces attractives ou répulsives, 
dont l’action n’est sensible qu’a des distances insensibles. II est, en 
effet, trés vraisemblable qu’elle en dépend, et je m’en suis assuré par 
Jes considérations suivantes : 

Le principe de la moindre action a généralement lieu dans le mou- 
vement d’un point soumis a ce genre de forces. En appliquant ce prin- 
cipe a la lumiére, on peut faire abstraction de la courbe insensible 
qu'elle décrit dans son passage du vide dans un milieu diaphane, et 
supposer sa vitesse constante, lorsqu’elle y a pénétré d'une quantité 
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sensible. Le principe de la moindre action se réduit done alors a ce 
que la lumiére parvient, d'un point pris au dehors, & un point pris 
dans lintérieur du cristal, de maniére que si l’on ajoute le produit de 
la droite qu’elle décrit au dehors, par sa vitesse primitive, au produit 
de la droite qu’elle décrit au dedans, par sa vitesse correspondante, la 
somme soit un minimum. Ce principe donne toujours la vitesse de la 
lumiére dans un milieu diaphane, lorsque la loi de la réfraction est 
connue; et réciproquement il donne cette loi, quand on connait la 
vitesse. Mais une condition & remplir dans le cas de la réfraction ex- 
traordinaire est que la vitesse du rayon lumineux dans le cristal soit 
indépendante de la maniére dont il y est entré et ne dépende que de sa 
position par rapport a l’axe du cristal, c’est-a-dire de l’angle que ce 
rayon forme avec une ligne paralléle a axe. En effet, si l'on imagine 
une face artificielle perpendiculaire 4 l’axe, tous les rayons intérieurs 
extraordinaires, également inclinés & cet axe, le seront également & la 
face et seront évidemment soumis aux mémes forces au sortir du 
cristal: tous reprendront leur vitesse primitive dans le vide; la vitesse 
dans l’intérieur est done pour tous la méme. J'ai reconnu que la loi de 
réfraction extraordinaire donnée par Huygens satisfait & cette condi- 
tion ainsi qu’au principe de la moindre action; ce qui ne laisse aucun 
lieu de douter qu’elle est due & des forces attractives et répulsives, 
dont l’action n’est sensible qu’a des distances insensibles. Jusqu’alors 
on ne pouyait la considérer que comme étant approchée dans des li- 
mites moindres que les erreurs inévitables de l’expérience; main- 
tenant, on doit la considérer comme une loi rigoureuse. 

Une donnée précieuse, pour découvrir la nature des forces qui la 
produisent, est expression de la yitesse a laquelle analyse m’a con- 
duitet que je trouve égale & une fraction dont le numérateur est l’unité 
et dont le dénominateur est le rayon de l’ellipsoide précédent, suivant 
lequel la lumiére se dirige, la vitesse dans le vide étant prise pour 
unite. Je fais your que la vitesse du rayon ordinaire est l’unité divisée 
par le demi-axe de réyolution de l’ellipsoide et, parce moyen, la liaison 
tres remarquable qu’'Huygens ayait trouyée par l’expérience, entre 
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les deux réfractions ordinaire et extraordinaire dans le cristal, est dé- 
montrée @ priori, comme un résultat nécessaire de la loi de la réfrac- 
tion extraordinaire. La vitesse du rayon ordinaire dans le cristal est 
done toujours plus grande que celle du rayon extraordinaire, \a diffe- 
rence des carrés des deux vitesses ¢fant proportionnelle au carré du 
sinus de l’angle que l’axe forme avec ce dernier rayon. Suivant Huy- 
gens, la vitesse du rayon extraordinaire dans le cristal est exprimée 
par le rayon méme de l’ellipsoide; son hypothése ne satisfait done 
point au principe de la moindre action; mais il est remarquable quelle 
satisfasse au principe de Fermat, qui consiste en ce que la lumiére 
parvient, d’un point donné au dehors du cristal, & un point pris dans 
son intérieur, dans le moins de temps possible; car il est facile de 
voir que ce principe revient & celui de la moindre action, en y ren- 
versant l’expression de la vitesse. Ainsi l’on peut déduire également 
de ces deux principes la loi de réfraction donnée par Huygens. Au 
reste, cette identité des lois de réfraction, déduites de Ja maniere dont 
Huygens enyisageait la réfraction de la lumiére, avec celles que donne 
le principe de la moindre action, a lieu généralement quel que soit le 
sphéroide dont les rayons, suivant lui, expriment la vitesse de la 
lumiere dans l’intérieur du cristal; ce que je démontre trés simple- 
ment de la maniére suivante : 

Huygens considére un rayon RC ('), tombant sur une face naturelle 
ou artificielle AFEK du cristal d’Islande. En menant un plan CO per- 
pendiculairement a ce rayon et prenant OK paralléle & CR pour repré- 
senter la vitesse de la lumiére dans le vide, il suppose que tous les 
points Coo’O de onde lumineuse paryiennent, en méme temps et 
suivant des directions paralleles, au plan Ke’cl qu il détermine de 
cette maniére. AFED est un ellipsoide de révolution dont C est le 
centre et CD le demi-axe de réyolution et dont les rayons repré- 
sentent, suivant Huygens, les vitesses respectives de la lumiere qui 
suit leurs directions. Il méne par le rayon RC un plan perpendiculaire 


(1) OEuvres de Laplace, T. XI, p. 281. 
OEuvres de L. — XIV. 36 
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a la face et quila coupe suivant la droite BCK et, par le point K, il méne, 
dans le plan de la face, KT perpendiculairement a KC. Enfin, par KT, il 
méne un plan KI qui touche l’ellipsoide en I. CI est, suivant lui, la 
direction du rayon réfracté. En effet, il est aisé de voir. que, dans 
cette construction, un point queleonque o de I’onde lumineuse par- 
vient en z, suivant la ligne brisée ocz, dans le méme temps que O 
parvient en K. Cl représentant la vitesse du rayon réfracté, la droite CI 
est parcourue dans le méme temps que la droite OK. Nous prendrons 
ce temps pour unité de temps et OK pour unité d’espace. Le point o 
parvient en c dans un temps proportionnel & oc et, par conséquent, 


. 
Ce 


égal & ca: Il parvient de ¢ en z dans lintérieur du cristal, dans un 
temps égal au temps que la lumiére emploie & parvenir de C en I, 


Tr Ke 5 , eae. Ts ete Tepe, 
multiplié par a et, par conséquent, égal & Fe cz étant paralléle a CI. 


En ajoutant ce temps a Md on aura l’unité pour le temps que le point o 
met & paryenir en, 

Prenons o’c’ infiniment pres de oe et paralléle a cette ligne; le 
point o’ parviendra env’ dans une unité de temps. Tirons les droites c’o 
et cz, et supposons que le point o parvienne en 7, suivant la ligne 
brisée oct; c’o’ étant perpendiculaire a CO, la droite c’o peut étre 
supposée égale ac’o’ et les temps employés a les parcourir peuvent étre 
supposés égaux. De plus, le temps employé a parcourir c’c peut étre 
supposé égal au temps employé & parcourir c’z’, parce que le plan KI 
touchant en 7 le sphéroide semblable au sphéroide AFED, dont le 
centre est en c’ et dont les dimensions sont diminuées dans la raison 
de Ke’ a KC, les deux points z¢ et” peuvent étre supposés & la surface 
de ce sphéroide. Selon Huygens, les vitesses suivant e’¢ et c’’ sont 
proportionnelles a ces lignes; les temps employés a les parcourir sont 
done égaux. Ainsi le temps de la transmission de la lumiére, suivant 
la ligne brisée oct, est égal a ’'unité comme suivant la ligne brisée oct: 
la différentielle de ces deux temps est donc nulle; ce qui est le prin- 
cipe de Fermat. 
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ll est clair que ce raisonnement a généralement lieu quelles que 
soient la nature du sphéroide et la position des points c et c’ sur la face 
du cristal, et quand méme ils ne seraient pas sur la droite CK, pouryu 
quils en soient infiniment pres. 

En renyersant l’expression de la vitesse le principe de Fermat donne 
celui de la moindre action. Les lois de réfraction qui résultent des 
hypotheses d’Huygens sont donc généralement conformes & ce dernier 
principe et c’est la raison pour laquelle ces hypotheses, quoique fau- 
tives, représentent la nature. 

Si ’on nomme 


b le demi-axe de révolution de lellipsoide d’Huygens ; 

a son demi-grand axe; 

¢ lavitesse d’un rayon de lumiere dans l’intérieur du cristal; 
V langle que fait sa direction avec l’axe, 


le rayon de lellipsoide sera 


ab 


Va?— (a?— b°) sin? V 


Ainsi la vitesse » devant étre, par le principe de la moindre action, 
égale a Punité divisée par ce rayon, on aura 


I I I E 
(2 — — — }sin?V. 
b2 (s3 =) 


Cette vitesse est la plus petite lorsque le rayon de lumiere est per- 


é ; ee : ‘ 1 : 
pendiculaire a laxe du cristal et alors elle devient ae Elle est la plus 


4 ‘ , . I 
grande lorsqu’elle est paralléle a cet axe et alors elle est égale a 7. 


Huygens a reconnu, par l’expérience, que 6 est le rapport du sinus 
de réfraction au sinus incidence dans la réfraction ordinaire du 
cristal d’Islande. Ce résultat, trés remarquable, qui lie entre elles les 
deux réfractions ordinaire et extraordinaire est une suite nécessaire 
de ce que les modifications qui distinguent le rayon ordinaire du 
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rayon extraordinaire ne sont point absolues, mais qu’elles sont uni- 
quement relatives i la position du rayon par rapport & l’axe du cristal. 
Pour le faire yoir, rappelons le singulier phénoméne que la lumiére 
présente apres son passage a travers un cristal. 

En passant dans un cristal, la lumiére se divise en deux faisceaux, 
l'un ordinaire et l'autre extraordinaire, et chacun d’eux sort du cristal 
sans se diviser. Si l’on concoit un second cristal placé au-dessous du 
premier, dans une situation-enti¢rement semblable, alors le rayon 
ordinaire sera rompu ordinairement en passant dans le second cristal, 
et le rayon extraordinaire sera rompu extraordinairement. Cela aura 
lieu généralement si les sections principales des deux faces opposées 
sont paralléles. On nomme section principale Wune face la section du 
cristal par un plan perpendiculaire & cette face et passant par l’axe du 
cristal. Mais si les sections principales sont perpendiculaires entre 
elles, alors le rayon ordinaire sera rompu extraordinairement en pas- 
sant dans le second cristal, et le rayon extraordinaire sera rompu 
ordinairement. Dans les positions intermédiaires, chaque rayon se 
partagera en deux autres & son entrée dans le second eristal. 

Conceyons maintenant que l’on présente un rayon rompu ordinaire- 
ment par un premier cristal, perpendiculairement 4 un second cristal 
coupé par un plan perpendiculaire & son axe; il est clair qu’une incli- 
naison infiniment petite de l’axe sur la face d’incidence suffit pour 
changer ce rayon en rayon extraordinaire. Or cette inclinaison ne peut 
qu’alterer infiniment peu I’action du cristal et, par conséquent, la 
vitesse du rayon dans son intérieur; cette vitesse est donc alors celle 
du rayon extraordinaire et, par conséquent, elle est égale & a ce qui 
revient au résultat d’ Huygens; car on sait que la vitesse de la lumiére 
dans les milieux diaphanes ordinaires exprime le rapport des sinus 
d’incidence et de réfraction, sa vitesse dans le vide étant prise pour 
unite. 

Le principe de la moindre action peut servir encore a déterminer 
les lois de la réflexion de la lumiére; car, quoique la nature de la force 
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qui fait rejaillir la lumiére i la surface des corps soit inconnue, ce- 
pendant, on peut la considérer comme une force répulsive qui rend, 
en sens contraire & la lumiére, la vitesse qu’elle lui fait perdre, de 
méme que l’élasticité restitue aux corps, en sens contraire, la vitesse 
qu’elle détruit. Or on sait que, dans ce cas, le principe de Ja moindre 
action subsiste toujours. A l’égard d’un rayon lumineux, soit ordi- 
naire, soit extraordinaire, réfléchi par la surface extérieure d’un corps, 
ce principe se réduit & ce que la lumiére parvient d’un point & un 
autre par le chemin le plus court de tous ceux qui rencontrent la 
surface. En effet, la vitesse de Ja lumiére réfléchie est la méme que 
celle de la lumiére directe et l’on peut établir en principe général 
que, lorsqu’un rayon lumineux, apres avoir éprouvé l’action de tant 
de forces que l’on voudra, revient dans le vide, il y reprend sa vitesse 
primitive. La condition du chemin le plus court donne l’égalité des 
angles de réflexion et d’incidence, dans un plan perpendiculaire a la 
surface, ainsi que Ptolémée l’ayait déja remarqué. C’est la loi générale 
de la réflexion a la surface extérieure des corps. 

Mais lorsque la lumiére, en entrant dans un cristal, s’est divisée en 
rayons ordinaire et extraordinaire, une partie de ces rayons est ré- 
fléchie par la surface intérieure a leur sortie du cristal. En se réflée- 
chissant, chaque rayon, soit ordinaire, soit extraordinaire, se divise 
en deux autres; en sorte qu’un rayon solaire, en pénétrant dans le 
cristal, forme par sa réflexion partielle, & la surface de sortie, quatre 
faisceaux distincts dont nous allons déterminer la direction. 

Supposons d’abord les surfaces d’entrée et de sortie, que nous nom- 
merons premiere et seconde face, paralléles; donnons au cristal une 
épaisseur insensible, et cependant plus grande que la somme des 
rayons des spheres d’activité des deux faces. Dans ce cas on prouyera, 
par le raisonnement qui précéde, que les quatre faisceaux réfléchis 
n’en formeront sensiblement qu'un seul, situé dans le plan d’incidence 
du rayon générateur et formant, avec la premiére face, l’angle de ré- 
flexion égal a l’angle d’incidence. Restituons maintenant au cristal son 
épaisseur; il est clair que, dans ce cas, les faisceaux réfléchis apres 
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leur sortie par la premiére face prendront des directions paralléles a 
celles qu’ils avaient prises dans le premier cas : ces faisceaux scront 
done paralléles entre eux et au plan d’incidence du rayon générateur; 
seulement, au lieu d’étre sensiblement confondus, comme dans le 
premier cas, ils seront séparés par des distances d’autant plus grandes 
que le cristal aura plus d’epaisseur. 

Maintenant, si l’on considére un rayon quelconque intérieur sortant 
en partie par la seconde face et en partie réfléchi par elle en deux 
faisceaux, le rayon sorti sera paralléle au rayon générateur; car la 
lumiére, en sortant du cristal, doit prendre une direction paralléle a 
celle qu'elle ayait en y entrant, puisque les deux faces d’entrée et de 
sortie étant supposées paralléles, elle éprouve en sortant laction des 
mémes forces qu'elle avait éprouyées en entrant, mais en sens con- 
traire. Conceyons, par la direction du rayon sorti, un plan perpendi- 
eulaire A la seconde face et, dans ce plan, imaginons au dehors du 
cristal une droite passant par le point de sortie et formant avec la 
perpendiculaire & la face, mais du cdté opposé a la direction du rayon 
sorti, le méme angle que cette direction; enfin, concevons un rayon 
solaire entrant suivant cette droite dans le cristal. Ce rayon se parta- 
gera, 2 son entrée, en deux autres qui, au sortir du cristal par la pre- 
mitre face, prendront des directions paralléles au rayon solaire avant 
son entrée par la seconde face; elles seront visiblement paralléles aux 
directions des deux faisceaux réfléchis : ce qui ne peut avoir lieu 
qu’autant que les deux rayons dans lesquels se divise le rayon solaire, 
en entrant par la seconde face, se confondent respectivement dans 
l’intérieur du cristal ayec les directions des deux faisceaux réfléchis. 
Or, la loi d' Huygens donne les directions des rayons dans lesquels le 
rayon solaire se diyise; elle donnera done aussi celles des deux fais- 
ceaux réflechis dans l’intérieur du cristal. 

Si les deux faces du cristal ne sont pas paralléles, on aura par la 
meme loi les directions des deux rayons dans lesquels le rayon géné- 
rateur se diyise en pénétrant par la premiere face; on aura ensuite, 
par cette loi, les directions de chacun de ces rayons & leur sortie par 
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la seconde face; ensuite, la construction précédente donnera les direc- 
tions, dans lintérieur, des quatre faisceaux réfléchis par cette face; 
enfin, par la loi d’Huygens, on conclura leurs directions au sortir du 
cristal par la premiére face. On aura done ainsi tous les phénomenes 
de la réflexion de la lumiere par les surfaces des cristaux diaphanes. 
M. Malus a le premier reconnu ces lois de réflexion de la lumiere, et il 
les a confirmées par un grand nombre d’expériences. Leur accord 
avec le résultat du principe de la moindre action acheve de démontrer 


que tous ces phénomenes sont dus a l’action de forces attractives et 
répulsives. 


SUR 


LA TRANSMISSION DU SON 
A TRAVERS LES CORPS SOLIDES. 


Bulletin de la Société philomathique, t. V; 1816. 


Ce Mémoire n’est pas écrit par Laplace. Il donne les formules analy- 
tiques du théoréme sur la vitesse du son dans les corps solides énoncé 
par Laplace au Mémoire : Sur faction réciproque des pendules et sur la 
vitesse du son dans les diverses substances. (Annales de Chimie et de Phy- 
seque, t. II, 1816. — OEugres, t. XIV, p. 291.) 


MEMOIRES 


EXTRAIT, S DES 


ANNALES DE CHIMIE ET DE PHYSIQUE. 


OFuvres de L, — XIV. 


SUR 


L’ACTION RECIPROQUE DES PENDULES 


ET SUR LA 


VITESSE DU SON DANS LES DIVERSES SUBSTANCES ('). 


Annales de Chimie et de Physique, t. Il; 1816. 


La remarque que j'ai lue, il y a peu de temps, a l’Académie, sur la 
mesure du pendule a secondes par Borda m’a conduit a examiner par- 
ticuliérement les diverses circonstances qui peuvent influer sur ce 
genre d’expériences et les précautions & prendre pour assurer l’exac- 
titude des résultats, précautions qui doivent étre extrémes, lorsqu’on 
veut obtenir la longueur du pendule & un centiéme prés de milli- 
métre. L’une d’elles, la plus importante, consiste a fixer l’appareil de 
la maniére la plus solide, en l’attachant & un corps trés massif tel 
qu’un mur trés épais et dont les molécules ne soient pas susceptibles 
de faire entre elles des vibrations étendues. Daniel Bernoulli rapporte, 
dans les Mémoires de Petersbourg pour Vannée 1777, une obseryation 
de Ferdinand Berthoud qui, ayant fermement attaché une excellente 
pendule astronomique, peu fixe auparavant, trouva que, par ce chan- 
gement scul, elle retardait de 5 minutes en un jour : ce que Bernoulli 
explique d’une maniere ingénieuse et juste. Des horloges fixées sur 
une méme barre lui impriment un léger mouvement, font vibrer ses 
molécules et, par la réunion de ces causes, agissent les unes sur les 
autres et modifient réciproquement leurs oscillations. Huygens, dans 
son Ouvrage De horologio oscillatorio, rapporte qu’ayant ainsi fixé 


(1) Lu a l’Académie des Sciences le 25 novembre 1816. 
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deux horloges dont la marche était égale, il les vit avec surprise 
osciller en sens contraire, les oscillations de l’une d’elles commencant 
toujours au méme instant ot les oscillations de l'autre finissaient. 
Mais il est bien plus remarquable encore que cela ait lieu dans le cas 
méme ou il existe une légére différence dans la marche des deux hor- 
loges isolées. Ellicot a fait sur cet objet des expériences curieuses 
qu’il a consignées dans les Transactions philosophiques de Vannée 17413 
et M. Bréguet a obtenu des résultats semblables sur deux chrono- 
métres placés trés prés l'un de l'autre. Je fais voir ici que ces phéno- 
ménes sont produits par le mouvement que les horloges impriment a 
la masse qui les soutient et par Jes vibrations qu’elles excitent dans 
ses molécules. Déja les physiciens ont observé plusieurs effets trés 
euricux de ces vibrations, parmi lesquels on doit surtout distinguer 
les phénoménes obseryés par M. Chladni sur les plaques et les verges 
sonores. Ce sayant physicien en a déduit une méthode ingénieuse pour 
déterminer la yitesse du son dans les divers corps solides. Les re- 
cherches précédentes m’ont conduit au théoréme suivant pour avoir 
cette vitesse dans Jes substances solides, liquides et aériformes. 

Je suppose que l’on ait déterminé par l’expérience l’allongement 
qu'un métre solide, placé horizontalement et fixe a l’une de ses extre- 
mites, recoit par l’action d’un poids égal au sien et qui agit & son autre 
extremiteé : si la substance est fluide, je suppose que l’on ait déterminé 
le raccourcissement d’une colonne horizontale de ce fluide, de la lon- 
gueur de 1™ et comprimée par un poids égal au sien. Cela posé, 
si l'on diyise, par cet allongement ou ce raccourcissement, le double 
des métres dont la pesanteur fait tomber les corps dans une seconde 
sexagéesimale, la racine carrée de ce quotient sera le nombre de métres 
que le son parcourt dans cette substance pendant le méme intervalle. 

Ainsi, Borda ayant observe qu’une régle de cuivre jaune, longue de 
11 pleds et demi et pesant 37 onces, s’allonge, par l’action d’un poids 
de 24 livres, de cing parties trois quarts, chaque partie étant un cent- 
milliéme de la toise; il en résulte qu’une régle de 1™ s’allonge de 
0, 00000077379 par l’action d’un poids égal au sien. En divisant par 
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cette fraction l’espace 9™, 8088, double de celui que la pesanteur fait 
décrire a Paris dans la premiére seconde, la racine carrée 3560,4 du 
quotient sera le nombre de métres que le son parcourt en une seconde 
dans le cuivre jaune. 

On sait que la vitesse du son dans l’air est accrue d’un sixiéme 
enyiron par la chaleur que développe le rapprochement des molécules 
vibrantes. La méme cause doit sans doute altérer cette vitesse dans 
tous les corps; mais il est difficile d’en déterminer l’influence. On 
peut cependant y parvenir en comparant la vitesse déduite du théo- 
réme précédent ayec celle que donne la méthode de M. Chladni; ear 
cette méthode, fondée sur le son produit par les vibrations longitudi- 
nales des verges sonores, donnant la vitesse réelle du son, l’excés de 
cette vitesse sur la précédente sera l’effet de la température alternati- 
vement éleyée et abaissée dans les vibrations. La vitesse du son, 
conclue des expériences de M. Chladni sur une verge de cuivre jaune, 
est de 3596™,58 par seconde, ce qui ne surpasse la précédente que 
d’environ un centiéme. L’influence de la cause dont j’ai parlé est done 
icl1 beaucoup moindre que pour lair; mais les petites erreurs des 
expériences laissent encore sur cet objet quelque incertitude. 

Pour appliquer ce résultat aux fluides, je prendrai l’eau pour 
exemple. Suivant les expériences de Canton, rapportées dans les Vo- 
lumes LII et LIV des Transactions philosophiques, lorsque la hauteur 
du barométre est o™,76, le thermométre centigrade marquant 10°, la 
pression de l’atmosphére diminue le yolume de l’eau de 42,5 millio- 
niémes. La diminution linéaire est trois fois moindre; ainsi, une 
colonne d’eau de 1™ de longueur est diminuée de 14,2 millioni¢émes 
par une pression équivalente a celle d’une colonne verticale du méme 
fluide haute de r0™, 325. Le raccourcissement de la premiere colonne, 
comprimée par un poids égal au sien, est donc 0™, 000001 4044. En 
divisant 9™, 8088 par cette fraction, 2642,8, racine carrée du quotient, 
sera le nombre de métres que le son parcourt dans |’eau pendant une 
seconde; sa vitesse dans ce fluide est done a peu pres huit fois plus 
grande que dans lair. 
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Les expériences de Canton sur l’eau de mer, dont la pesanteur spe- 
cifique est 1,028, donnent 37,5 milliontémes pour la diminution de 
son yolume par la pression de l’atmosphére; d’ot il suit que le son y 
parcourt 2807™,4 dans une seconde. Ces deux vitesses, relatives & une 
température de 10°, varient trés sensiblement avec elle. Les expé- 
riences propres & déterminer ainsi la vitesse du son dans les diverses 
substances me paraissent dignes de fixer l’attention des physiciens. 


Note du rédacteur. — Les expériences d’Ellicot dont M. de Laplace 
parle dans son Mémoire étant peu connues, nous allons en rapporter 
la substance. 

Deux horloges, contenues dans des boites séparées qui fermaient 
parfaitement, furent placées l'une & cété de l’autre et de maniére 
qu’elles reposaient sur une méme tringle en bois. Les pendules pe- 
saient chacun 23 liyres; dans l’état de repos, ils étaient distants l'un 
de l'autre de 2 pieds; un poids de 3 livres suffisait pour leur faire 
décrire des ares de 3°. Dans cet état, l’on faisait osciller le pen- 
dule d’une des deux horloges que, pour abréger, j’appellerai n° 1; 
aprés un intervalle de temps de 16 minutes, ce pendule avait commu- 
niqué une telle quantité de mouvement au pendule du n° 2, qui d’abord 
était en repos, que celui-ci décrivait des arcs de 2° et avait mis en 
jeu tous les rouages de l’horloge; 30 minutes aprés le commencement 
de l'expérience, l’horloge n° 4 était arrétée, tandis que le pendule du 
n° 2 parcourait des ares de 5°. 

Les effets étaient différents lorsqu’on faisait d’abord osciller le 
pendule du n° 2; celui-ci n’exercait jamais une assez grande influence 
sur le pendule yoisin pour faire engrener les rouages de l’horloge et 
communiquer le mouyement aux aiguilles. Ces variétés tenaient, sui- 
vant l’auteur, a linégalité de longueur qui existait entre les deux 
pendules. 

Pour découvrir par quelles piéces de l’appareil les deux pendules 
influaient l'un sur l'autre, M. Ellicot placa derriére la boite de l’hor- 
loge n° 2 un appui qui l’éloignait de la tringle de bois, et des lors il 
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ne put pas remarquer, méme aprés un temps trés long, qu’elle fut 
influencée, soit dans l'état de repos, soit dans celui du mouvement, 
par l’horloge yoisine, qui était toujours dans la premiere situation. 
Un coin conyenablement placé éloigna ensuite de méme lhorloge n° 1 
de la tringle. Aprés avoir ainsi isolé les deux boites, M. Ellicot placa 
dans Vintervalle qui les séparait une piece de bois qui se soutenait 
d’elle-méme par un léger frottement; l’influence des deux pendules 
était tellement augmentée par cette disposition, qu'il suffisait de sta mu- 
nutes pour que Vhorloge n° 1 mit en mouvement sa voisine et, apres 
un nouvel intervalle de méme durée, la premiére était déja en repos. 
Cette influence parut diminuer, sans cependant étre jamais détruite, a 
mesure que le sol sur lequel les boites des pendules reposaient deve- 
nait plus solide. 

Si de la nous passons aux phénomenes que présentaient les deux 
pendules lorsqu’on les mettait simultanément en mouvement ayec une 
amplitude d’environ 4°, nous trouvons que les arcs décrits par le n° 4 
augmentaient d’étendue, pendant que ceux du n° 2 diminuaient; en 
sorte qu’apres un certain temps les rouages et les aiguilles que 
celui-ci conduisait ne marchaient plus. A peine cependant quelques 
minutes s’étaient-elles écoulées, que les oscillations de ce second 
pendule se ranimaient; mais elles n’atteignaient jamais la valeur 
qu’elles avaient eue a l’origine du mouvement; c’est 4 2° d’amplitude 
qu’elles déterminaient la marche des aiguilles. Pendant que les oscil- 
lations du pendule n° 2 allaient ainsi toujours en augmentant, celles 
du n° 4 diminuaient et, lorsque les ares n’étaient plus que de 1°30’, 
cette horloge s’arrétait & son tour. Ces ares s’agrandissaient bientot; 
ceux du n° 2 diminuaient alors de nouveau; l’horloge s’arrétait encore 
et, aprés un certain nombre de minutes, recouvrait une seconde fois 
son premier mouvement. Dés lors, le n° 1 commencait a décliner et 
bientot aprés Vhorloge était arrétée; mais son pendule, qui ne se 
mouyait presque plus, ne décrivait jamais, dans la suite de l’expé- 
rience, des arcs assez grands pour faire engrener les rouages; le n° 2 
continuait 4 se mouvoir indéfiniment avec une amplitude d’environ 4°. 
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Pour étudier de plus prés cette influence mutuelle et alternative des 
deux horloges, M. Ellicot imagina de mettre une seconde fois les deux 
pendules en mouvement, mais en leur faisant décrire de trés grands 
arcs. Durant cette expérience, comme dans |’autre, chacun des pen- 
dules paraissait faire & son tour les oscillations les plus étendues; 
mais les horloges ne s’arrétérent pas; elles allérent au contraire pen- 
dant plusieurs jours consécutifs, sans jamais s’écarter l'une de l'autre 
d'une seule seconde, quoique leurs marches, déterminées séparément, 
différassent d’une minute et trente-stx secondes en 24 heures. L’hor- 
loge n° I avanea, dans ce cas, relativement & son état ordinaire, de 
1 minute 17 secondes, tandis que le n° 2 retarda de 19 secondes. 

En changeant la longueur des pendules, on altérait la durée de la 
période pendant laquelle leurs mouvements augmentaient et dimi- 
nuaient : plus les pendules approchaient d’étre égaux et plus la 
période était longue. 

Une circonstance importante de ces expériences, dont M. Ellicot ne 
parle pas et qui n’ayait point échappé a auteur anonyme d’une lettre 
insérée dans le Journal des Savants, du 6 mars 1665, c’est que, lorsque 
deux horloges yoisines marchent d’accord, les pendules ne sont pas 
paralléles dans leurs vibrations, inais qu’ils s’approchent et s’écartent 
par des mouyements contraires. Si on les fait battre par des coups 
entremélés, ils se mettent toujours en consonance aprés un certain 
temps et y restent ensuite indéfiniment. Les deux horloges dont se 
seryait cet obseryateur différaient l'une de l'autre de 5 secondes par 
jour lorsqu’elles marchaient séparément; la communication de mouve- 
ment avait lieu par une tringle de bois. Dans le double chronométre 
de M. Bréguet, les deux systémes ne pouyaient agir l’un sur l’autre que 
par l’entremise des piéces de cuiyre sur lesquelles ils étaient fixés : 
lair du moins n’y entrait pour rien; car leur accord n’était pas altéré, 
comme je m’en suis assuré, lorsqu’on les placait dans le vide, quoique 
alors leur marche s’accélérat de plus de 20 secondes par jour. 


SUR LA 


VITESSE DU SON DANS L’AIR ET DANS LEAU “. 


Annales de Chimie et de Physique, t. Ill; 1816. 


Newton a donné, dans le second Livre des Principes mathématiques 
de la Philosophie naturelle, expression de la vitesse du son : la ma- 
niére dont il y parvient est un des traits les plus remarquables de son 
génie. La vitesse conclue de cette expression est plus petite d’environ 
un sixiéme que celle qui résulte des expériences faites avec un grand 
soin, en 1738, par les membres de cette Académie. Newton, qui ayait 
déja reconnu cette différence par les expériences faites de son temps, 
a essayé de l’expliquer; mais les découvertes modernes sur la nature 
de lair atmosphérique ont détruit cette explication et toutes celles 
que divers géométres avaient proposées. Heureusement ces découvertes 
nous présentent un phénomeéne qui m’a paru étre la yraie cause de 
exces de la vitesse observée du son sur sa vitesse calculée : ce que la 
plupart des physiciens géométres ont ensuite adopté. Ce phénoméne 
est la chaleur que l’air développe par sa compression. Lorsqu’on éleve 
sa température, sa pression restant la méme, une partie seulement du 
calorique qu’il recoit est employée & produire cet effet; l’autre partie, 
qui devient latente, sert & dilater son volume. C’est elle qui se déye- 
loppe quand on réduit par la compression I’air ainsi dilaté a son 
volume primitif. La chaleur dégagée par le rapprochement de deux 
molécules voisines d’une fibre aérienne yibrante éleve donc leur tem- 
pérature et se répand de proche en proche sur lair et les corps enyi- 


(1) Lu a l’Académie des Sciences, le 23 décembre 1816. 
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ronnants; mais, cette diffusion et l'irradiation se faisant ayee une 
extréme lenteur relativement & la vitesse des vibrations, on peut sup- 
poser sans erreur sensible que, pendant la durée d'une vibration, la 
quantité de chaleur reste la méme entre deux molécules yoisines. 
Ainsi ces molécules, en se rapprochant, se repoussent davantage, 
d’abord parce que, leur température étant supposée constante, leur 
répulsion mutuelle augmente en raison inverse de leur distance ; 
ensuite parce que le calorique latent qui se développe éléve leur tem- 
perature. Newton n’a eu égard qu’a la premiére de ces deux causes de 
répulsion; mais il est visible que la seconde cause doit accroitre la 
vitesse du son, puisqu’elle augmente le ressort de lair. En la faisant 


entrer dans le calcul, je parvyiens au théoréme suivant : 


La vitesse réelle du son est égale au produt de la vitesse que donne la 
formule newtonienne par la racine carrée du rapport de la chaleur spe- 
cifique de lair, soumis a la pression constante de Vatmosphere et a 
diverses temperatures, a sa chaleur spéctfique lorsque son volume reste 


constant ('). 


Si l'on suppose, avec plusieurs physiciens, que la chaleur contenue 
dans une masse d’air soumise & une pression constante et a des tem- 
peratures diverses est proportionnelle & son yolume (ce qui doit 
s'ecarter peu de la yérité), la racine carrée précédente devient celle du 
rapport de la différence de deux pressions a la différence des quan- 
tites de chaleur que développent deux volumes égaux d’air atmosphé- 
rique soumis respectivement & ces pressions, en passant d’une tempé- 
rature donnée & une méme température inférieure, la plus petite de 
ces quantités de chaleur et la plus petite de ces pressions ¢tant prises 
pour unités. 

Desireux de comparer ce théoréme a l’expérience, j'ai heureusement 
trouve les données d’obseryation qu'il suppose, parmi les nombreux 
resultats du trayail intéressant de MM. La Roche et Bérard sur la cha- 


(1) OEuvres de Laplace, j a RF Xi, p. 109, Lou 15 
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leur spécifique des gaz ('). Ces habiles physiciens ont mesuré les 
quantités de chaleur que dégagent, par un abaissement de température 
(environ 80°, deux volumes égaux d’air atmosphérique : l’un com- 
primé par le poids de l’atmosphére, l’autre comprimé par ce méme 
poids augmenté de trente-six centiémes. Ils ont trouvé que la chaleur 
dégagée, relative 4 la plus grande pression, était 1,24; la chaleur rela- 
tive 4 la plus petite pression étant l’unité. I] faut donc, suivant le théo- 
reme précédent, pour avoir la vitesse réelle du son, multiplier la vitesse 
déduite de la formule de Newton par la racine carrée du rapport de 


= posit | x = °4 ° 3 
trente-six centiémes 4 vingt-quatre centiemes ou par la racine de = 


A la température de 6° cette formule donne 282™,42 pour l’espace 
que le son doit parcourir dans une seconde sexagésimale. En la mul- 


a 3 ee rec et rae. 
tipliant par \/2: cet espace devient égal a 345™,g. Les académiciens 


francais l’ont observé de 337™,18. La difference de ces deux résultats 
peut tenir a l’incertitude des expériences; mais la petitesse de cette 
difference établit d’une maniere incontestable que l’excés de la vitesse 
observée du son sur sa vitesse calculée par la formule newtonienne est 
du a la chaleur latente que la compression de l’air développe. 

Il résulte de ce qui précéde que la pression étant constante, si l’on 
augmente un volume donné d’air en élevant sa température et qu’en- 
suite on le réduise par la compression & son volume primitif, il déga- 
gera par cette compression un tiers de la chaleur employée. Il est a 
désirer que les physiciens déterminent, par des experiences directes, 
le rapport des chaleurs spécifiques de l’air & pression constante et de 
l’air & volume constant, rapport que nous venons de trouver égal 41,5. 
La vitesse du son, observée par les académiciens francais, donne 1,4254 
pour ce rapport; peut-étre, vu la difficulté des expériences directes, 
cette vitesse est le moyen le plus précis de l’obtenir. 

J’ai conclu [p. 166, Cahier d’octobre (?)] les vitesses du son dans 


(1) OEuvres de Laplace, T. VY, Liv. XII, p. 143. 
(?) Id., T. XIV, p. 293. 
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l'eau de pluie et dans l’eau de mer égales & 2642™,8 et 2807™,4 par 
seconde sexagésimale, en partant des expériences de Canton sur la 
compression de ces liquides et en n’ayant égard qu’a la diminution 
linéaire des dimensions du yolume comprimé. J'ai reconnu qu'il faut 
considérer la diminution totale de ce volume, et qu’ainsi les nombres 
précédents doivent étre divisés par V3, ce qui les réduit & 1525™,8 et 
1620™,9; en sorte que la vitesse du son dans l’eau douce est quatre 
fois et demie plus grande que dans I’air. 


MEMOIRE (') SUR L’APPLICATION 


DU 


CALCUL DES PROBABILITES AUX OBSERVATIONS 


ET SPECIALEMENT 


AUX OPERATIONS DU NIVELLEMENT ©. 


Annales de Chimie et de Physique, t. XI; 1819. 


Dans les grandes triangulations que l’on a exécutées pour la mesure 
de la Terre, on a observé avec soin les distances zénithales des signaux, 
soit pour réduire les angles a Vhorizon, soit pour déterminer les hau- 
teurs respectives des stations diverses. La réfraction terrestre a sur 
ces hauteurs une grande influence, et sa variabilité les rend fort incer- 
taines. Je me propose ici d’apprécier la probabilité des erreurs dont 
elles sont susceptibles. 

La théorie des réfractions nous montre que, dans une atmosphére 
constante, la réfraction terrestre est un aliquote de l’are céleste com- 
pris entre les zéniths de l’observateur et du signal obseryé; en sorte 
que, pour l’obtenir, il suffit de multiplier cet arc par un facteur qui 
serait constant si l’atmosphére était toujours la méme, mais qui varie 
sans cesse, a raison des changements continuels de la température ct 
de la densité de l’air. Un grand nombre d’observations peut donner la 
valeur moyenne de ce facteur et la loi de probabilité de ses variations. 
J'ai conclu l’une et l’autre des observations de M. Delambre, publiées 


(*) Lu a l’Académie des Sciences, le 20 décembre 1819. 
(*) Voir, pour les développements analytiques, OZuvres de Laplace, T. VII, 3° Suppl., 
p. 581 et suiy. 
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dans le second Volume de son Ouyrage intitulé : Base du Systéme me- 
trique. En partant de ces données, j’ai déterminé la probabilité des 
erreurs de la hauteur de Paris au-dessus de la mer, dans l'hypothése 
d’une chaine de vingt-cing triangles équilatéraux qui unirait Dun- 
kerque et Paris, ce qui suppose environ 20000™ de longueur a chacun 
de leurs cétés. On peut obtenir cette hauteur par divers procédés; mais 
celui dans lequel la loi de probabilité des erreurs est le plus rapide- 
ment décroissante doit étre préféré comme étant le plus avantageux. 
Sa recherche est un corollaire facile de l’analyse que j’ai donnée 
ailleurs pour tous ces objets, et il en résulte qwil y a neuf a parier 
contre un que l’erreur sur la hauteur de Paris au-dessus de la mer 
n’excéderait pas alors 8™. Le procédé que M. Delambre a suivi, pour 
conelure cette hauteur d’un nombre & peu pres égal de triangles, est 
un peu moins exact que le précédent; mais c’est principalement la 
grandeur des cotés de plusieurs de ses triangles qui répand sur son 
résultat de Vincertitude et qui ne permet pas de répondre, avec une 
probabilité suffisante, qu’il n’est pas en erreur de 16™ ou 18™; ce qui 
en forme une partie considérable. 

Les erreurs également probables diminuent beaucoup quand on 
rapproche les stations, et il est indispensable de le faire lorsqu’on 
veut obtenir un niyellement exact. Les grands triangles, trés propres 
a la mesure des degrés terrestres, ne conviennent point ala mesure des 
hauteurs, et il est nécessaire de séparer ces deux espéces de mesures. 
Mais, en multipliant les stations, erreur qui tient a l’observation des 
angles zénithaux augmente par leur nombre et devient comparable a 
l’erreur qui dépend de la variabilité de la réfraction terrestre. Cela m’a 
donne lieu de rechercher la loi de probabilité des erreurs des résultats 
lorsqu’il y a plusieurs sources d’erreur. Tels sont la plupart des ré- 
sultats astronomiques; car on obserye les astres au moyen de deux 
instruments, la lunette méridienne et le cercle, tous deux suscep- 
tibles @erreurs dont la loi de probabilité ne doit pas étre supposée la 
meme. L’analyse que j'ai donnée dans la théorie analytique des proba- 
bilités s’applique facilement & ce cas, quel que soit le nombre des 
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sources d’erreur. Elle détermine les résultats les plus avantageux et 
les lois de probabilité des erreurs dont ils sont susceptibles. Pour 
lappliquer aux opérations de nivellement, il faut connaitre la loi de 
probabilité des erreurs dues aux réfractions astronomiques; et l’on 
vient de voir qu’elle résulte des grandes triangulations de la méri- 
dienne. Il faut de plus connaitre la loi de probabilité des erreurs des 
angles zénithaux. Nous manquons d’obseryations & cet égard; mais on 
s’écartera peu de la vérité en supposant cette loi la méme que pour 
les angles horizontaux, et qui se déduit des erreurs observées dans la 
somme des trois angles de chaque triangle de la méridienne. En par- 
tant de ces lois, je trouve que, si l’on partage la distance de Paris a 
Dunkerque en stations équidistantes d’un interyalle de 1200™, il y a 
mille a parier contre un que l’erreur dans la hauteur de Paris au-dessus 
de la mer n’excédera pas quatre dixiemes de métre. On diminuerait 
cette erreur en rapprochant les stations; mais la précision que l’on 
obtiendrait par ce rapprochement ne compenserait pas la longueur des 
opérations quil exige. 

Les équations de condition que l’on forme pour avoir les éléments 
astronomiques renferment implicitement les erreurs des deux instru- 
ments qui seryent & déterminer la position des astres. Ces erreurs 
sont affectées de coefficients différents dans chaque équation. Alors le 
systeme le plus avantageux des facteurs par lesquels on doit multi- 
plier respectivement ces équations pour obtenir, par la réunion des 
produits, autant d’équations finales qu’il y a d’élements a déterminer; 
ce systéme, dis-je, n’est plus celui des coefficients des éléments dans 
chaque équation de condition. L’analyse m’a conduit & l’expression 
générale de ce systeme de facteurs et de 1a aux résultats pour lesquels 
la méme erreur & craindre est moins probable que dans tout autre 
systeme. La méme analyse donne les lois de probabilité des erreurs de 
ces résultats. Ces formules renferment autant de constantes qu'il y a 
de sources d’erreurs et qui dépendent des lois de probabilité de ces 
erreurs. Dans le cas d’une source unique, j’ai donné, dans ma théorie 
des probabilités, le moyen d’éliminer la constante, en formant la 
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somme des carrés des restes de chaque équation de condition, lors- 
qu’on y a substitué les yaleurs trouvées pour les éléments. Un procédé 
semblable donne généralement les yaleurs de ces constantes, quel que 
soit leur nombre : ce qui complete l’application du calcul des proba- 
bilités aux résultats des observations. 

Je finirai par une remarque qui me parait importante. La petite 
incertitude que les observations, quand elles ne sont pas trés multi- 
pliées, laissent sur les valeurs des constantes dont je viens de parler, 
rend un peu incertaines ces probabilités déterminées par l’analyse; 
mais il suffit presque toujours de connaitre si la probabilité que les 
erreurs des résultats obtenus sont renfermées dans d’étroites limites 
approche extrémement de l’unité, et, quand cela n’est pas, il suffit de 
sayoir jusqu’a quel point il faut multiplier les observations pour 
acquérir une probabilité telle qwil ne reste sur la bonté des résultats 
aucun doute raisonnable. Les formules analytiques des probabilités 
remplissent parfaitement cet objet, et, sous ce point de vue, elles 
peuvent étre enyisagées comme le complément nécessaire de la mé- 
thode des sciences, fondée sur l'ensemble d’un grand nombre d’obser- 
vations susceptibles d’erreurs. Ainsi, quand on réduirait & 15™ Verreur 
de 18™ que l’on peut craindre dans la hauteur de Paris au-dessus de la 
mer, conclue des grands triangles de la méridienne, il n’en serait pas 
moins yrai que cette hauteur est incertaine et qu’il faut la déterminer 
par des moyens plus précis. Pareillement, les formules analytiques, 
appliqueées aux triangles de la méridienne depuis la base mesurée prés 
de Perpignan jusqu’a Formentera, donnent environ dix-sept cent mille 
a parier contre un que l’erreur de l’are correspondant du méridien, 
dont la longueur surpasse 460000", n’est pas de Go™ en erreur. Cela 
doit dissiper les craintes d’inexactitude que l’omission d’une base de 
verification sur la cote d’Espagne pouyait inspirer. On serait encore 
rassure a cet égard quand méme la probabilité d’une erreur égale, ou 
plus grande que Go™, surpasserait la fraction donnée par les formules 
et s’eléyerait A un millioniéme. 


ECLAIRCISSEMENTS 


DE 


LA THEORIE DES FLUIDES ELASTIQUES. 


Annales de Chimie et de Physique, t. XVII; 1821. 


La theorie que j’ai donnée de ces fluides consiste a regarder chacune 
de leurs molécules comme un petit corps en équilibre dans l’espace, 
en vertu de toutes les forces qui le sollicitent. Ces forces sont 
1° action répulsive de la chaleur des molécules enyironnant une mo- 
lécule A, sur la chaleur propre que cette molécule retient par son 
attraction; 2° l’attraction de cette derniére chaleur par les mémes 
molécules; 3° attraction qu’elles exercent sur la molécule A. Je sup- 
pose que ces forces répulsives et attractives ne sont sensibles qu’a des 
distances imperceptibles et qu’a raison de la rareté du fluide la troi- 
siéme de ces forces est insensible. Cela posé, je trouve, par les lois de 
léquilibre des fluides, qu’en désignant par P la pression que le fluide 
exerce contre les parois qui le contiennent, ona 


(1) P= kn?(c?— ic); 


k est une constante dépendant de la force répulsive de la chaleur et 
qu il parait naturel de supposer la méme pour tous les gaz; 7x est le 
nombre des molécules du fluide contenues dans un espace pris pour 
unité et que je supposerat étre r'""°; ¢ est le calorique contenu dans 
chaque molécule, et ¢ est une constante dépendant de l’attraction de 
la chaleur par les molécules fluides. 

OEuvres de L, — XIV. 39 
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Jobtiens une seconde équation par les considérations suivantes. Je 
concois le litre comme un espace vide ayant une température quel- 
congue. En y placant un ou plusieurs corps, ils rayonneront du calo- 
rique les uns sur les autres et sur les parois du litre qui rayonneront 
pareillement du calorique sur eux et sur elles-mémes; il y aura équi- 
libre de température lorsque chaque molécule rayonnera autant de 
calorique qu'elle en absorbe. L’espace vide du litre sera traversé dans 
tous les sens par les rayons caloriques qui formeront ainsi un fluide 
discret d’une densité trés petite et dont la quantité sera insensible 
relativement & la quantité de chaleur contenue dans les corps. Il est 
clair que la densité de ce fluide discret augmente avec la chaleur des 
corps; elle peut ainsi servir de mesure & leur température et en donner 
une définition précise. Elle croit proportionnellement aux dilatations 
du thermométre d’air & pression constante et qui, par cette raison, me 
parait étre le yrai thermométre de la nature. 

J‘imagine présentement que le syst¢me des corps contenus dans le 
litre soit un gaz. Chaque molécule, dans l'état d’équilibre, rayonnera 
autant de calorique qu’elle en absorbe. Or il est évident que cette 
absorption est proportionnelle & la densité du fluide discret que je 
viens de considérer ou & la température que je désignerai par wu. Pour 
avoir l’expression du rayonnement de la molécule, il faut remonter a 
sa cause. On ne peut pas l’attribuer a la molécule méme, qui est sup- 
posée n’agir que par attraction sur le calorique. Il parait done naturel 
de le faire dépendre de la force répulsive du calorique contenu, soit 
dans la molécule méme, soit dans les molécules environnantes. Le 
calorique de la molécule n’étant qu’un infiniment petit de l'ensemble 
du calorique de toutes les autres molécules, on peut n’ayoir égard qu’a 
la force répulsive de cet ensemble. Sans chercher a expliquer comment 
cette force détache une partie du calorique de la molécule A et la fait 
rayonner, je considére que l’action du calorique d'une molécule B pour 
cet objet est proportionnelle a ce calorique ou Ac. Mais cette action est 
diminuée par l’attraction de la molécule B sur le calorique de A; cette 
action est done proportionnelle & ¢ — 7’, z’ étant une constante dépen- 
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dant de l’attraction des molécules du gaz sur le calorique, et, comme 
cette action s’exerce sur la chaleur entiére c de la molécule A, je la fais 
proportionnelle au produit c(c — 7’). Le rayonnement de la molécule A 
est done proportionnel a ce produit, puisqu’il est facteur commun de 
laction de toutes les molécules environnant la molécule A. En l’égalant 
a absorption du calorique, ona 


(2) ne(e—')=qu, 


g étant une constante dépendant de la nature du gaz. Quoique 7 et’, 
dans les équations (1) et (2), dépendent I’un et l’autre de l’attraction 
du calorique par les molécules du gaz, cependant ils ne peuvent étre 
supposés égaux que dans le cas ot la loi de la force attractive des mo- 
lécules du gaz sur le calorique est, relativement a la distance, la méme 
que la loi de la force répulsive mutuelle des molécules de la chaleur. 
On peut voir, dans la Connaissance des Temps de 1824 ('), Vanalyse sur 
laquelle ces résultats son fondés. En supposant ¢=v’, les équations (1) 
et (2) donnent 
Pinu: 
n est évidemment proportionnel a la densité du gaz; l’équation précé- 
dente donne ainsi la loi de Mariotte. 
Pour un autre gaz, on aura 


P79 ke a, 


q' et n’ étant ce que deviennent g et n relativement a ce nouveau gaz; 
on aura donc, quels que soient P et uw, 


ieee 


nv qd 


Ainsi, le rapport des densités de deux gaz reste le méme, quelles que 
soient les variations de P et de w; ce qui est la loi de M. Gay-Lussac. 
Léquation (1) donne 


ec=i+c—- 
kn? c? 


(1) OEuvres de Laplace, T. XIII, p. 285 et suiv. 
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Pour avoir, par apercu, la valeur de la fraction 


Pp 


. a me 
kn? c? 


relative & la vapeur aqueuse, je considére un gaz pour lequel 7, ¢ et t 


sont n,, c, etz,. Ona, relativement a ce gaz, 


nT, a ‘ t dant 
Ainsi, le gaz, relativement auquel le facteur 1 — : est un minimum, est 


celui dont 1!"°, sous une pression et une température données, con- 
tient le moins de chaleur exprimée par 7,c,. Le gaz hydrogéne est, de 
tous les gaz dont on a déterminé les chaleurs spécifiques, celui qui 
jouit de cette propriété. Si l’on suppose z nul relativement a ce gaz, ona 


p 
 — 
rnyc= ee 
et la fraction 
p 
kn? c* 
deyient 
Rict 
h*c* 


La chaleur contenue dans 18 de gaz hydrogéne & 100° de température 
et & la pression o™,76 du barométre peut, d’aprés les expériences, 
clever de 1° la température d’un nombre de grammes d’eau égal au 
produit de 366 par la chaleur spécifique du gaz hydrogene, celle de 
l'eau étant prise pour unite, et cette chaleur spécifique a été trouvée 
egale & 3,2936; la quantité de chaleur que contient, & cette tempéra- 
ture, 1" de gaz hydrogéne est donc le produit de 366,67.3,2936 par 
le nombre de grammes que pése 1'¢ de gaz hydrogéne, a cette pres- 
sion et a cette température; c’est l’expression de n,c,. 

Pour ayoir l’expression de ne, j’observe que 1% de vapeur aqueuse, 
a 100° de température et & la pression de o™, 76, contient d’abord une 
chaleur latente capable d’éleyer de 1° la température de 5608 d’eau. II 
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contient, de plus, la chaleur propre de 18 & 100°. En nommant donc a 
la chaleur propre de 1 d’eau a 0° de température, on aura la chaleur 
de 1 de vapeur, & 100° de température et 4 la pression 0™,76, égale a 


a+ 660. 


De la il suit qu’en désignant par ¢ le rapport de la densité du gaz 
hydrogéne a la densité de la vapeur aqueuse, on aura 


Nyc, 


égal a 
€366;67.3,2936 
a + 660 
et ’on a ¢ égal a 0,1282. 

La valeur de a est inconnue. On l’a éyaluce d’aprés l’expérience de 
la chaleur absorbée par 18 de glace & 0° pour étre conyerti en liquide 
a 0° de température, et l’expérience que nous avons faite, M. de La- 
voisier et moi, nous a donné cette chaleur égale & 75, c’est-a-dire 
capable d’élever de 1° la température de 755 d’eau. En faisant done la 


chaleur spécifique de la glace égale 2, conformément a l’expérience 
de Kirvan, et supposant les quantiltés de chaleur contenues dans la 
glace et dans l’eau proportionnelles aux chaleurs spécifiques de ces 


substances, on aura 


La fraction précédente, élevée au carré et multiplice par c, devient 
ainsi a peu pres égale & 15; ce serait, dans toules ces suppositions, la 


valeur de la fraction 
cP 


kn? c? 


Mais cette fraction deviendrait presque insensible si @ était quatre 
ou cing fois plus grand. Je la désignerai par a, en observant qu'elle 
diminue proportionnellement au carré de la densité divisé par la 
pression. 
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Ainsi, la chaleur de 18 de vapeur aqueuse est 


a+ 660+ a'—a, 


a’ étant la yaleur de a relative & une pression P’. Elle diminue quand 
P’ surpasse la pression P de l’atmosphére, et les limites de @ peuvent 
étre supposées o et 15; on yoit done que cette chaleur reste 4 trés peu 
prés constante, quel que soit l’accroissement de la pression P’: ce qui 
est un phénomeéne remarquable dont la théorie précédente donne une 
explication fort simple. 

a’ étant moindre que a lorsque la pression augmente, la chaleur de 
1 molécule de vapeur est alors un peu diminuée. Cependant quelques 
physiciens, et spécialement M. Southern, ont trouvé un petit accrois- 
sement dans leurs expériences. Si cela était bien avéré, action des 
molecules de yapeurs sur la chaleur augmenterait un peu avec leur 
température; l’action des corps diaphanes sur la lumicre offre, d’aprés 
M. Arago, de tels accroissements. Mais, pour les admettre dans la 
theorie de la chaleur, il faut y étre conduit par des expériences cer- 
taines, que j'engage d’autant. plus les physiciens a faire, avec un soin 
particulier, que plusieurs obseryateurs ont cru remarquer une dimi- 
nution de chaleur pour une augmentation de pression. Ce genre 
d’expériences est trés délicat, et on peut en juger par les differences 
que presentent les résultats des physiciens sur la chaleur latente de la 
vapeur aqueuse formée sous la pression de o™,76. M. de Rumford la 
trouve égale & 567 ou capable d’élever de 1° la température de 567% 
d’eau, tandis que M. Southern et d’autres physiciens ne l’ont trouvée 
que de 532 & peu pres. 

Jobseryerai, en finissant, que la supposition précédente, et qui me 
parait trés naturelle, que l’action du calorique d’une molécule B de 
gaz sur le calorique d’une molécule A de gaz et sur cette molécule A 
nest point modifiée par la nature de ces molécules, simplifie les for- 
mules que j'ai publiées dans la Connaissance des Temps de 1824 (‘). 


') OEuvres de Laplace, T. XIIl. 
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Elle diminue le nombre des constantes & déterminer par l’expérience. 
Je donnerai, dans la Connaissance des Temps de 1825 ('), de nouveaux 
développements de ces formules et leur comparaison avec les expé- 


riences déja faites et avee celles que plusieurs physiciens préparent 
sur cet objet. 


(1) Okuvres de Laplace, T. XIil. 
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Annales de Chimie et de Physique, t. XXX; 1825. 


Détinissons d’abord le niveau de la mer relatif & un point quel- 
conque des continents. Pour m’en former une idée juste j'ai imagine, 
dans le Livre XI de la Mecanique céleste ('), un fluide extrémement 
rare, répandu autour de la Terre, tres peu élevé au-dessus de la sur- 
face, mais assez éleyé pour en embrasser les plus hautes montagnes : 
~ telle serait atmosphere terrestre réduite & sa moyenne densité. Je le 
nommerai, par cette raison, atmosphere. J'ai fait voir, dans le Livre 
cité, que les points de cette atmosphére sont tous a la méme hauteur 
au-dessus de la surface de la mer. Je concois done cette surface pro- 
longée dans lintérieur du continent, de maniere & remplir la méme 
condition, celle d’ayoir tous ses points également abaissés au-dessous 
de la surface de atmosphere; elle sera ce que je nomme surface de 
niveau de la mer; la distance yerticale d’un point du continent a cette 
surface est ce que j’entends par sa hauteur au-dessus du niveau de la 
mer. 

Cette hauteur peut étre déterminée de deux maniéres. Si l’on ima- 


xine dans un plan quelconque, 4 partir d’un point du continent jusqwa 


!) OEuvres de Laplace, T. V, p. 62. 
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la mer, une suite de verticales trés rapprochées, que l’on joigne le 
pied de chaque yerticale a la verticale voisine par une ligne horizon- 
tale, la somme des parties de ces verticales, comprises entre les lignes 
horizontales et la surface de la Terre, sera la hauteur du point au- 
dessus du niveau de la mer que donne une suite de niyellements. Cette 
somme est la différence des deux verticales extrémes prolongées jus- 
qu’a la surface de l’atmosphére. En effet, il est facile de prouver que 
la direction de la pesanteur est, aux quantités pres du second ordre, 
la méme au pied de chaque verticale et au point ou son prolongement 
coupe la surface de l’atmosphere a laquelle elle est perpendiculaire 
par la condition de l’équilibre. Je nomme quantite du premier ordre le 
rapport de la hauteur de l’atmosphére au rayon terrestre. La ligne 
horizontale qui joint le pied d’une verticale & la verticale voisine est 
donc paralléle a la ligne qui joint les points ot ces verticales coupent 
la surface de atmosphere; d’oti il est facile de coneclure que la diffée- 
rence des deux verticales extrémes est égale a la hauteur du point 
au-dessus du niveau de la mer, déterminée par le nivellement. Le ba- 
rométre fait connaitre cette difference et donne ainsi un second moyen 
d’obtenir la hauteur du point au-dessus du niveau de la mer, hauteur 
évidemment égale a la distance yerticale de ce point & la surface du 
niveau de la mer telle que nous l’avons définie. 

De la il suit qwen diminuant la longueur du pendule a secondes, 
observée & un point du continent, du double de son produit par la 
distance verticale du point a la surface de l’atmosphere, le rayon ter- 
restre éCant pris pour unité, on aura cette longueur telle qu’on lob- 
serverait au point correspondant de cette surface. En augmentant la 
méme longueur du double de son produit par la hauteur du point 
au-dessus du niveau de la mer, on aura cette longueur réduite a ce 
niveau. 

Imaginons, par exemple, que la Terre soit une sphére recouverte en 
partie par la mer dont nous supposons la densité trés petite par rap- 
port a la moyenne densité de la Terre. Un calcul fort simple fait voir 
que, dans ce cas, la mer recouvrira l’équateur ct qu’elle s’étendra 


Ofuveres de L. — XIV. ; ho 
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également yers chaque pole dont elle approchera d’autant plus que 
son yolume sera plus considérable. Les surfaces de la mer et de 
l'atmosphére seront elliptiques et semblables, et leur aplatissement 
sera la moitié du rapport de la force centrifuge a la pesanteur, & l’équa- 
teur. Les accroissements de la longueur du pendule & secondes sur 
ces deux surfaces, en allant de l’équateur aux poles, seront égaux au 
double du produit de cette longueur par ce rapport et par le carré du 
sinus de la latitude. 

Si l’on concoit la surface elliptique de la mer prolongée dans l’inté- 
rieur des continents, la distance d’un point & cette surface sera la 
hauteur de ce point au-dessus du niveau de la mer. A mesure qu’on 
s’avancera sur les continents vers les poles, on montera sans s’éloigner 
du centre de la Terre. La longueur du pendule a secondes croitra sans 
cesse, mais la moitié moins qu’a la surface de l’atmosphére; en sorte 
gue, pour réduire la longueur du pendule observée sur un point du 
continent & la longueur qu’on observerait sur le point correspondant 
de cette surface, il faut la diminuer de son produit par le double de la 
distance mutuelle de ces deux points, le rayon terrestre étant pris pour 
unité. Les deux surfaces de la mer et de l’atmosphére étant partout a 
la méme distance, on réduira au niveau de la mer la longueur du pen- 
dule observée sur le continent en l’augmentant de son produit par le 
double de la hauteur du point d’observation au-dessus de ce niveau. 
Ce 1 est que par une réduction semblable que l’ellipticité conclue de 
la mesure des degrés terrestres, ajoutée a l’accroissement de la lon- 
gueur du pendule sous le pole, divisée par cette longueur, forme une 
somme égale 4 3 du rapport de la force centrifuge 4 la pesanteur, a 
équateur. 

La régle précédente de réduction est générale, quelles que soient la 
densité de la mer et la figure du sphéroide terrestre dans le cas méme 
ou cette figure serait discontinue. On ne doit point, dans la réduction 
de la longueur du pendule & secondes au niveau de la mer, tenir 
compte de l’attraction des parties des continents qui s’élévent au- 
dessus de ce niveau, pouryu que leurs pentes soient trés petites ct du 
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méme ordre que l’ellipticité du sphéroide terrestre. Tel est le cas de 
la longueur du pendule observée a Paris. La hauteur du lieu de |’ob- 
servation au-dessus du niveau de Ja mer étant & peu prés —4, du 
rayon terrestre, pour rapporter a ce niveau la longueur du pendule A 
secondes sexagésimales, il faut diminuer cette longueur de =. de mil- 
limetre. Dans tous les cas semblables, lorsque les dimensions des 
continents sont considérables par rapport a la hauteur de l’atmo- 
sphere, l’attraction des parties des continents qui s’élévent au-dessus 
du niveau de la mer augmente a peu prés de la méme quantité la pe- 
santeur aux points correspondants des surfaces des continents et de 
atmosphere. Si la pente est rapide, par exemple quand on s’€léve 
sur une montagne, il deyient nécessaire de consideérer l’attraction de 
la montagne; mais le calcul de cette attraction présente de grandes 
difficultés pour la solution desquelles on ne peut prescrire de régles 
générales. Il convient done de ne point faire usage des observations 
faites dans de pareilles circonstances pour avoir la figure de l’atmo- 
sphere, que l’on peut considérer comme la vraie figure de la Terre, 
puisque c’est elle que déterminent les mesures des degrés des. méeri- 
diens et des longueurs du pendule réduites, comme nous venons de le 
prescrire, au niveau de la mer. 

Rendons les résultats précédents sensibles par un exemple. En sou- 
mettant au calcul les effets de l’attraction d’un paraboloide éleyé entre 
deux mers au-dessus de leur niveau, on trouve que si le rayon oscula- 
teur au sommet de ce paraboloide est fort grand par rapport a l’éléva- 
tion de ce point, et méme & la hauteur de l’atmosphére, les pesanteurs 
a’ ce sommet et au point correspondant de l’atmosphere seront, par 
l’attraction du paraboloide, augmentées d’une méme quantité égale 
a 2 de la pesanteur terrestre, multipliée par la densité du paraboloide 
et par sa hauteur, le rayon et la densité moyenne de la Terre étant pris 
pour unités. Il ne faut donc, pour réduire la longueur du pendule & 
secondes observée a ce sommet a celle que l’on observerait au point 
correspondant de l’atmosphére, que diminuer la premiere de ces lon- 
gueurs de son produit par le double de la distance de ces deux points, 
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et, pour la réduire au niveau de la mer, il suffit de l'augmenter de son 
produit par le double de la hauteur du paraboloide. 

\| peut paraitre singulier de ne point avoir égard, dans cette réduc- 
tion, 2 l’attraction du paraboloide; de ne considérer, par exemple, que 
lélévation de Quito au-dessus du niveau de la mer pour réduire 4 ce 
niveau la longueur du pendule & secondes obseryée dans cette ville. 
On fera disparaitre ce que cette réduction semble offrir de paradoxal 
en imaginant dans l’intérieur de la Terre, et trés prés de sa surface, 
un second paraboloide pareil A celui que nous yenons de considérer, 
mais creux dans son intérieur. Cette cavité diminuera la longueur du 
pendule a secondes obseryée au point de la surface terrestre corres- 
pondant au sommet de ce second parabaloide, de la méme quantité 
dont elle est augmentée au sommet du premier paraboloide, par l’attrac- 
tion de ce corps supposé de méme densité que la partie de la Terre 
remplacée par le second paraboloide. Si ce point de la surface terrestre 
est au niveau de la mer, on ne fait aucune réduction a la longueur du 
pendule & secondes que l’on y observe; on n’a point égard a lattrac- 
tion, si je puis ainsi dire, négative de la cayité formée par le second 
paraboloide; on en conclut seulement l’existence d’une cause locale 
qui diminue la pesanteur terrestre, et dont on peut déterminer l’inten- 
sité en comparant la longueur du pendule observée a ce point avec 
celle qui résulte de l'ensemble des observations de ce genre faites sur 
un grand nombre de points de la Terre. On doit ainsi considérer les 
parties yastes et éleyées des continents, et les immenses cavités de 
l'intérieur de la Terre, comme autant de causes locales qui produisent 
des irrégularités dans les degrés terrestres et dans la pesanteur réduits 
au niveau de la mer ou de l’atmosphére. Avoir égard aux effets de ces 
causes est une opération différente de la réduction au niveau de la 
mer: c’est corriger les irrégularités de la surface de ce niveau et de la 
pesanteur & cette surface. 

On peut déterminer par le calcul les changements que produirait & 
Ja surface de la Terre une cayité souterraine dont la surface serait celle 
d'un solide pour lequel la loi d’attraction sur un point quelconque 
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extéricur serait connue; telle est une cayité elliptique. Mais ce cas 
est purement mathématique et, dans la nature, ces cayités ont une 
forme irréguliére. Lorsqu’elles sont trop profondes pour qu'on puisse 
y pénétrer, les irrégularités que l’on observe, soit dans les distances 
zenithales des astres, soit dans la longueur du pendule a secondes, 
peuvent les faire reconnaitre. Par Ja, ce genre d’observation deyient 
utile a la Géologie. 
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RAPPORT 


SUR 


UN MEMOIRE DE M. MALUS 


Journal des Mines, t. XXIV; 1808. 


La Classe nous ayant chargés, M. Hatiy et moi, d’examiner un Mé- 
moire de M. Malus sur divers phénoménes de la double réfraction de la 
lumiére, nous allons lui en rendre compte. En passant de l’air dans un 
milieu transparent non cristallisé les rayons de lumiére se réfractent, 
de maniére que les sinus de réfraction et d’incidence sont constam- 
ment dans le méme rapport; mais, lorsquils trayersent la plupart 
des cristaux diaphanes, ils présentent un singulier phénomene, qui 
fut d’abord observé dans le cristal d’Islande, ot il est trés sen- 
sible. 

Un rayon tombant perpendiculairement sur une des faces naturelles 
de ce cristal est divisé en deux parties : l’une trayerse le cristal sans 
changer sa direction, l’autre s’en écarte dans un plan paralléle au plan 
perpendiculaire & la face et passant par l’axe du cristal, c’est-a-dire 
par la ligne qui joint les sommets de ses deux angles solides obtus. 
Nous nommerons section principale d’une face naturelle ou artificielle 
tout plan mené d’une maniére semblable. Cette division du rayon 
lumineux a généralement lieu, relativement a une face quelconque et 
quel que soit l’angle d’incidence. Une partie suit la loi de la réfraction 


(1) Fait a la premiére Classe de l'Institut. 
OEuvres de L. — XIV. 41 
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ordinaire; l'autre partie suit une loi de réfraction extraordinaire, re- 
connue par Huygens et qui, considérée comme un résultat de l'expe- 
rience, peut étre mise au rang des plus belles découyertes de ce rare 
cénie. Il y fut conduit par la maniére dont il enyisageait la propaga- 
tion de la lumiére qu’il supposait formée par les ondulations d'un 
fluide éthéré. Cette hypothése, sujette & de grandes difficultés, est 
sans doute la cause pour laquelle Newton ct la plupart des physiciens 
qui l’ont suiyi ne paraissent pas avoir justement apprécié la loi 
que Huygens y ayait attachée. Ainsi cette loi a éprouvé le méme sort 
que les belles lois de Kepler, qui furent pendant longtemps mé- 
connues pour ayoir été associées & des idées systématiques dont mal- 
heureusement ce grand homme a rempli tous ses Ouvrages. Huygens 
avait représenté par une construction géométrique la réfraction extra- 
ordinaire de la lumiére dans le cristal d’Islande; M. Malus a traduit 
cette construction en analyse. La formule trés simple & laquelle il est 
parvenu renferme deux constantes indéterminées, dont une est le 
rapport du sinus de réfraction au sinus d’incidence dans la réfraction 
ordinaire du cristal, en sorte que sa double réfraction ne dépend que 
de deux constantes comme la réfraction simple ne dépend que d’une 
seule, et, pour rendre l’analogie plus frappante, nous observerons que, 
si l’on fait passer par l’axe du cristal une face artificielle et si l’on con- 
coit un plan perpendiculaire & cet axe, tous les rayons incidents sur 
la surface et situés dans ce plan se diviseront en deux autres qui 
seront réfractés suiyant la loi ordinaire; mais le rapport des sinus de 
refraction et d’incidence sera different pour chaque espéce de rayons; 
ces deux rapports sont les constantes dont nous yenons de parler. 
M. Malus les a déterminées plus exactement que ne l’ayait fait Huy- 
gens; en substituant ensuite leurs valeurs dans la formule et com- 
parant ses résultats a ceux d’un grand nombre d’expériences trés 
préecises et relatives aux faces naturelles et artificielles du cristal, il a 
trouvé entre eux un accord parfait et qui ne laisse aucun doute sur la 
verité de la loi découverte par Huygens. Nous devons & |’excellent 
physicien, M. Wollaston, la justice d’observer qu’ayant fait, par un 
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moyen fort ingénieux, diyerses expériences sur la double réfraction 
du cristal d’Islande, il les a trouvées conformes 2 cette loi remar- 
quable. L’analogie et des expériences directes sur le cristal de roche 
ont fait voir 2 M. Malus qwelle s’étend encore a ce cristal, et il est 
extremement vraisemblable qu’elle a lieu pour tous les cristaux qui 
réfractent doublement la lumiére; seulement, les constantes dont 
cette loi dépend varient suivant la nature du cristal. 

Voici maintenant un phénomene que présente la lumiére apres ayoir 
subi une double réfraction. Si l’on place 4 une distance quelconque, 
au-dessous d’un cristal d’Islande, un second cristal de la méme sub- 
stance et disposé de maniére que les sections principales des deux 
cristaux soient paralleles, le rayon réfracté, soit ordinairemey, , soit 
extraordinairement par le premier, le sera de la méme maniere par le 
second; mais, si l’on fait tourner l’un des cristaux de maniére que 
leurs sections principales soient perpendiculaires entre elles, alors le 
rayon réfracté ordinairement par le premier cristal le sera extraordi- 
nairement par le second et réciproquement; dans les positions inter- 
médiaires, chaque rayon émergent du premier cristal se diyise en deux 
autres & son entrée dans le second cristal. Lorsqu’on eut fait remar- 
quer ce phénoméne a Huygens il convint, avee la candeur qui carac- 
térise un ami sincére de la vérité, qu’il était inexplicable par ses 
hypothéses : ce qui montre combien il est essentiel de les séparer, 
comme nous l’avons fait, de la loi de la réfraction extraordinaire que 
ce grand géométre en avait déduite. Ce phénomeéne indique ayec éyi- 
dence que la lumiére, en traversant le cristal d’Islande, recoit deux 
modifications diverses en vertu desquelles une partie est réfractée 
ordinairement et ]’autre partie est réfractée extraordinairement; mais 
ces modifications ne sont point absolues, elles sont relatives 4 la posi- 
tion des rayons par rapport au cristal, puisqu’un rayon rompu ordinat- 
rement par un cristal est rompu extraordinairement par un autre si 
leurs sections principales sont perpendiculaires entre elles. On peut 
se former une idée assez juste de ces modifications en supposant, avec 
Newton, dans chaque rayon de lumiére, deux cotés opposés originat- 
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rement doués d’une propriété qui le rend eatraordinaire lorsqu’il est 
tourné de maniére que leurs plans soient perpendiculaires & l’axe du 
cristal, et qui le rend ordinaire lorsque ces plans sont paralléles au 
méme axe. A son entrée dans le cristal d’Islande, un trait de lumiére 
est diyisé, par l'action du cristal, en deux rayons qui prennent respec- 
tivement les deux positions précédentes, et chaque rayon, a son émer- 
zence, prend, sans se diviser, la direction qui convient & la position 
de ses cdtés. Voila ce qu’on peut imaginer de plus satisfaisant pour se 
représenter ces phénoménes, jusqu’a ce que leur comparaison ait fait 
découyrir la loi des forces dont ils dépendent. 

Quoi qu'il en soit de ces modifications singulieres, imprimées aux 
rayons de lumiére par le cristal d’Islande, M. Malus a reconnu qu’elles 
sont non seulement analogues dans les cristaux divers, mais encore 
parfaitement identiques. Ainsi, en substituant a l'un des deux cristaux 
d’Islande, dont nous avons parlé ci-dessus, un cristal de roche ayant 
comme lui sa section principale paralléle a celle de l’autre cristal, le 
rayon réfracté d’une maniére par le premier cristal le sera encore de la 
méme maniére par le second, et l’expérience a fait voir 4 M. Malus que 
cela est généralement yrai pour deux cristaux quelconques de nature 
differente qui réfractent doublement la lumiére. Le moyen le plus 
simple de s’en assurer est d’observer la lumiére d’une bougie & travers 
deux prismes formés de ces cristaux; si l’on fait tourner les prismes 
l'un sur l’autre, on yoit les quatre images qwils formaient d’abord se 
réduire & deux quand les sections principales des deux faces qui se 
touchent sont paralleéles. 

A ce fait remarquable M. Malus ajoute un autre fait plus remar- 
quable encore et qui consiste en ce que, sous un certain angle, la 
lumiére réfléchie par la surface d’un corps diaphane est exactement 
modifiée, comme si elle était rompue ordinairement par un cristal 
dont l’axe serait dans le plan d’incidence et de réflexion. I est facile 
de s’en conyaincre en regardant, 4 travers un prisme de cristal d’[s- 
lande, l'image d’une bougie ou du Soleil réfléchie par I’eau sous un 
angle d’enyiron 53°. On apercoit d’abord deux images qui conservent 
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a peu pres la méme intensité lorsqu’on fait tourner le prisme; mais, 
au dela d’une certaine limite, une des images s’affaiblit trés sensible- 
ment et finit par s’éteindre quand, par ce mouvement du prisme, le 
rayon réfléchi se trouve dans la section principale de la face prisma- 
tique qui le recoit. L’angle de réflexion, nécessaire pour la dispari- 
tion de l'image, varie avec la nature de la substance réfléchissante. 
M. Malus l’a mesuré avec soin pour diverses substances; il l’a trouvé 
de 52°45’ pour l’eau et de 54°35’ pour le verre. Mais il est fort sin- 
gulier que ce phénomeéne n/’ait point lieu, du moins sensiblement, 
dans la réflexion des images par les miroirs métalliques. M. Malus a 
observé que cette réflexion et la réfraction des substances non cristal- 
lisées ne modifient point, d’une maniére sensible, la lumiere et n’al- 
terent point les modifications qu’elle a recues. Pour analyser plus 
particuliérement le phénomene que nous yenons d’exposer, M. Malus 
a voulu connaitre directement ce que devient un rayon extraordinaire 
lorsqu’il tombe sur la surface d’un corps diaphane sous l’angle qui 
convient a la production du phénoméne. I] était naturel de penser 
qu’aucune partie de ce rayon n’est alors réfléchie, mais qu’il est 
entiérement absorbé par le corps, puisque, sous cet angle, la surface 
ne refléchit que les rayons ordinaires. L’expérience a confirmé ce ré- 
sultat. M. Malus a disposé la section principale d’un cristal d’Islande 
dans le plan vertical d’incidence d’un rayon de lumiére; ensuite, apres 
avoir divisé ce rayon 4 l’aide de la double réfraction, il a recu les deux 
faisceaux partiels sur la surface de l’eau et sous l’angle de 52°45’; une 
partie du rayon ordinaire a été réfléchie, mais aucune partie du rayon 
extraordinaire ne l’a été, tout le rayon a pénétré dans le liquide. En 
disposant ensuite la section principale du cristal dans un plan per- 
pendiculaire a celui d’incidence, une partie du rayon extraordinaire a 
été réfléchie, tandis que le rayon ordinaire a été totalement absorbé ('). 


(1) Depuis la lecture de ce Rapport, M. Malus a reconnu, par l’expérience, le fait 
suivant qu’on peut facilement ramener a la théorie des forces attraclives et répulsives 
a des distances insensibles et qui montre que les phénoménes de la double réfraction 
dépendent de semblables forces. Une partie d’un rayon lumineux qui a pénétré dans un 
milieu diaphane est réfléchie a la surface par laquelle il sort; et cette réflexion, sous un 
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Nous avons répété plusieurs des expériences par lesquelles M. Malus 
établit tout ce qu’il avance, et nous pouvons en garantir exactitude. 
Son Mémoire nous parait done mériter l’approbation de la Classe, soit 
par lintérét que présente son objet, l'un des plus délicats et des plus 
curieux de la Physique, soit par la nouveauté des faits, soit par la 
précision des expériences, soit enfin par l’excellente méthode qui 
guide son auteur, et nous concluons & ce que ce Mémoire soit imprimé 
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certain angle, le change en rayon ordinaire, comme la réflexion a la surface d’entrée 
sous l’'angle convenable pour eet objet; le sinus du premier angle est a celui du second 
dans le rapport des sinus de réfraction et d’incidence dans ce milieu. Ainsi, en supposant 
les surfaces d’entrée et de sortie paralléles et l’angle d’incidence a la premiére surface 
tel que le rayon réfléchi devienne un rayon ordinaire, le rayon réfléchi par la seconde 
surface sera pareillement un rayon ordinaire. On doit observer que les angles d’inci- 
dence, de réfraction et de réflexion sont ceux que le rayon forme avec la perpendiculaire 
4 la surface. (Note de M. Laplace.) 
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EX TRAIT 


L’ESSAL DE STATIQUE CHIMIQUE, 


Par C.-L. BERTHOLLET. 


... Lors done qu’on comprime lair, il en sort une quantité de calorique 
qui est proportionnelle & la diminution du volume. 

On peut opposer que, lorsque l’air éprouve une compression, l’augmenta- 
tion de son ressort fait voir qu'il tient une quantité de calorique qui, étant 
Jui-méme dans un état de compression, est la cause de cet effort; ce qui 
prouve que c’est la méme quantité de calorique qui produit l’équilibre de 
température dans les deux circonstances, c’est que, si aprés avoir comprimé 
Vair on le remet en liberté, il se produit un refroidissement qui correspond 
a la chaleur qui avait été dégagée. S’il eit retenu dans la compression une 
plus grande quantité de calorique que celle qui convenait a la réduction de 
son volume dans la température donnée, il ne reprendrait pas les dimensions 
qu il doit avoir sous la nouvelle compression; il s’arréterait au terme ou Je 
calorique comprimé se trouverait en équilibre avec l’action des corps voisins, 
et il n’y aurait pas de refroidissement dans ces corps; ce n’est done point par 
l’effet du calorique plus comprimé qu'il tend 4 reprendre son premier état. 
Je ne puis que confirmer plus solidement cette théorie par lopinion de 
Laplace, qui a bien voulu me remettre la Note ci-jointe (Note V). 


NOTE V. 
On sait depuis longtemps que, 4 la méme température, le ressort 
d’une méme quantité d’air est 4 trés peu prés réciproque a son volume. 
Cette propriété est commune a tous les gaz et méme a tous les fluides 


(1) Paris, Firmin Didot, 1" Partie, an XI-1803, p. 164, 
OEwres de L. — XIV. he 
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dans l'état de yapeurs. Il en résulte que, & températures égales, deux 
molécules d’air plus ou moins rapprochées se repoussent toujours 
avec la méme force; en sorte que si l’on représente leur force répul- 
sive par l’action d’un ressort tendu entre elles, la tension de ce ressort 
est la méme, quel que soit leur écartement naturel. Conceyons, en 
effet, une masse de gaz ou de yapeurs renfermée dans une vessie qui 
communique ayee un tube recourbé, en partie rempli de mercure, et 
supposons que son ressort élévye une colonne de 0”,75 de hauteur; 
conceyons ensuite qu’en comprimant la vessie on réduise le gaz a la 
moitié de son volume; il est visible que, dans ce nouyel état, la couche 
de gaz contigué & la surface du mercure aura une densité deux fois 
plus grande que dans son premier état et qu’il y aura, par conséquent, 
deux fois plus de ressorts appuyés sur cette surface; ainsi, puisque 
suiyant l’expérience, la hauteur de la colonne de mercure devient 
double, il faut que la fension de ces ressorts soit la méme; cette ten- 
sion ne change done point par le rapprochement des molécules du 
gaz; elle ne fait que multiplier le nombre des ressorts appliqués sur 
une méme surface. 

De 1a il suit que les molécules d’un gaz n’obéissent sensiblement 
qu’a la force répulsive de la chaleur et que leur action d’affinité les 
unes sur les autres est tres petite relativement a cette force. Ainsi, 
leur ressort ne dépend que de la température, etla quantité de chaleur 
libre qui existe dans une masse de gaz ou de vapeurs est, a tempéra- 
ture égale, proportionnelle & son volume; car, s’il y en avait plus sous 
le méme volume dans |’état de condensation que dans celui de dilata- 
tion, la force répulsive de deux molécules voisines en serait augmentce. 

En diminuant done d’un tiers ou de moitié le volume d’un gaz, il 
doit s’en dégager un tiers ou une moitié de la chaleur libre qui existe 
dans ses molécules. Si l’on pouvyait mesurer exactement cette chaleur 
dégagee, on en conclurait la quantité de chaleur libre contenue dans 
un volume donné de ce gaz; mais cette mesure est trés difficile A 
obtenir au moyen du thermométre, soit parce qu’une partie de la cha- 


leur dégagée se répand sur les corps enyironnants ou se développe en 
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chaleur rayonnante, soit parce que la masse du thermométre, quelque 
petit qu’il soit, est fort grande relativement & celle du gaz qu’on 
condense. Des expériences faites avec le calorimétre la donneraient 
(une maniére trés précise. L’effet de la chaleur ainsi dégagée est sen- 
sible sur la vitesse du son; elle produit l’excés de cette vitesse sur 
celle que donne la théorie ordinaire, comme je m’en suis assuré par le 
calcul. 

Il suit encore de ce qui précéde que, si l’on concoit des yolumes 
égaux de deux différents gaz renfermés dans deux enyeloppes de 
méme capacité et inextensibles, si l’on suppose qu’a une température 
donnée le ressort de ces deux gaz soit le méme en augmentant de la 
méme maniére leur température, l’accroissement de leur ressort sera 
le méme, puisqu’il ne dépend que de Ja température. Concevons main- 
tenant que les enveloppes qui les contiennent cessent d’étre inexten- 
sibles; les deux gaz se dilateront jusqu’a ce que leurs ressorts soient 
égaux 2 la pression de l’atmosphere qui enyironne ces enyeloppes, et 
comme, pour chaque gaz, le volume est en raison inyerse du ressort, 
les deux gaz prendront le méme volume et se dilateront également. 
C’est, en effet, ce que le citoyen Gay-Lussac a constaté par un grand 
nombre d’expériences. On voit, par ce que nous yenons de dire, que 
ce fait intéressant est lié a celui de l’accroissement du ressort des gaz 
en raison inverse de leur volume et, par conséquent, & ce principe 
général que la force répulsive des molécules des gaz est indépendante 
de leur écartement mutuel et ne dépend que de Ja température. 


NOTE XVII 


Laplace, que j’avais consulté sur les changements que l’élasticité des gaz 
éprouve dans leur compression, ine remit la Note V que je fis imprimer 
aussitOt; aprés un examen plus attentif, il me donna celle que je joins ici; il 
en résulte qu’il faut modifier ce que j’ai exposé : que les quantités de calo- 
rique qui sont contenues dans un gaz ne suivent pas les rapports des volumes, 
indépendamment des effets de la compression, et que les gaz ne différent pas 
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des liquides et des solides relativement au calorique qu’ils peuvent aban- 
donner dans une circonstance et & celui qui est retenu dans un plus grand 
état de condensation. 


La Note V de la page 245 (') ayant été écrite a la hate, j'ai reconnu 
depuis son impression qu'elle doit étre modifiée : il n’est point exact 
de dire que la force répulsive de deux molécules voisines d’un gaz est 
toujours la méme, A température égale, quelle que soit sa condensa- 
tion. Cette force est proportionnelle a la température et réciproque a 
la distance mutuelle de ces molécules ou, ce qui revient au méme, a la 
racine cubique du yolume du gaz dans ses divers états de condensation 
ou de raréfaction. Pour le démontrer, considérons un volume de gaz 
réduit par la compression 4 sa huitiéme partie; il y aura, dans ce 
nouvel état, quatre fois plus de molécules et, par conséquent, quatre 
fois plus de ressorts appliqués & une surface donnée; ainsi, puisque la 
pression est huit fois plus grande, il est nécessaire que la tension de 
chacun de ses ressorts soit deux fois plus considérable; elle est done 
réciproque & la distance mutuelle des molécules voisines qui, dans cet 
état, est deux fois moindre. Le raisonnement qui termine la Note citée 
lie cette propriété générale & celle d’une dilatation égale pour tous les 
gaz par des accroissements égaux de température. I! parait encore que, 
dans le gaz condensé, il y a plus de chaleur & volume égal, puisque le 
ressort des molécules yoisines est alors augmenté; par conséquent, si 
le volume est réduit par la compression 4 la moitié, il s’en dégage 
moins que la moitié de la chaleur qu’il contenait dans son premier 
état, ce qui est conforme a l’expérience et a la vitesse observée du son. 


(') Fotr plus haut, p. 329. 


RAPPORT 


SUR 


L’OUVRAGE DE DU SEJOUR INTITULE : 


ESSAI SUR LES PHENOMENES 


RELATIFS AUX 


DISPARITIONS PERIODIQUES DE L’ANNEAU DE SATURNE ©. 


Nous Commissaires nommés par l’Académie, MM. d’Alembert, 
Borda, Bézout, Vandermonde et moi, avons examiné un Ouyrage de 
M. du Séjour qui a pour titre : Essai sur les phénoménes relatifs aux 
disparitions périodiques de l’anneau de Saturne. Pour donner une idee 
juste de cet Ouvrage, il ne sera pas inutile d’exposer, en peu de mots, 
ce qu'on avait déja fait et ce qu’on pouyait désirer sur cet objet inté- 
ressant. 

L’anneau de Saturne fut, pour la premiere fois, apercu par Galilée 
au commencement du dernier siécle. Cet astronome, ayant perfectionné 
les lunettes qu’un heureux hasard venait de faire découvrir, observa, 
aux extrémités de Saturne, deux points lumineux qwil prit pour des 
satellites adhérents 4 la plancte; mais il fut tres surpris, 2 ans apres, 
de ne les plus retrouver. Un phénoméne aussi remarquable fixa l’atten- 
tion des astronomes et les étonna par les variétés singulicres qu’ils y 
apercurent et par la bizarrerie des formes sous lesquelles Saturne 
s’offrait & leurs regards. La figure, la grandeur et la vivacité de la 
lumiére des deux anses dont cette planete leur semblait accompagnée, 
assujetties 4 des changements considérables, ne laissaient entrevoir 
aucune loi qui ptit servir & faire connaitre la nature de ces corps; 


(1) Extrait des registres de ’ Académie royale des Sciences, du 6 septembre 1775. 
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quelquefois méme ces anses disparaissaient entiérement et Saturne 
était yu rond comme les autres planétes. Ces apparences étaient d’au- 
tant moins explicables qu’aux inégalités qui tiennent a la nature du 
phénoméne se joignaient encore les irrégularités qui venaient de im- 
perfection des lunettes dont ces premiers obseryateurs faisaient usage ; 
aussi yoyons-nous qu’ils se tourmentérent inutilement pendant plus 
de 4o ans pour en deyiner la cause jusqu’au moment ott le célébre 
Huygens, ayant porté l'art des télescopes & un degré de perfection 
inconnu avant lui, suivit ces apparences avec plus d’exactitude et 
démontra qu’elles étaient produites par un anneau fort mince dont 
Saturne est enyironné. Le sentiment d’Huygens, d’abord combattu et 
depuis confirmé par toutes les observations, est aujourd’hui générale- 
ment adopté; en sorte qu'il ne reste plus qu’a déterminer ayee toute la 
précision possible, au moyen des phénoménes déja observés, les élé- 
ments de cet anneau pour en conclure les phénoménes qui doivent 
avoir lieu dans les siécles & venir. Les astronomes ont imaginé pour 
cela différentes méthodes, mais elles sont indirectes et ne peuvent 
seryir, tout au plus, qu’a déterminer les apparences & un instant 
donnée. D’ailleurs, ce qui importe le plus dans ces recherches est de 
fixer l’attention des observateurs sur les phases de l’anneau les plus 
propres & en constater les éléments; car on sait, et M. du Séjoura eu 
plus d'une fois oceasion de le remarquer dans son Ouyrage, que les 
astronomes ont souvent négligé des observations utiles pour n’en avoir 
pas connu importance; or il est visible que les méthodes trigonomé- 
triques, limitées par leur nature & des cas particuliers, ne peuvent rien 
apprendre sur cela. La loi générale de ces phénoménes ne peut done 
étre que le résultat d’une analyse tres délicate et c’est l’objet du travail 
de M. du Séjour dont nous allons rendre compte & l’Académie. 

Son Ouyrage est divisé en dix-neuf Sections que nous allons par- 
courir successiyement. Dans la premicre il expose, en peu de mots, 
les diflerentes causes qui font disparaitre l’anneau de Saturne ct les 
problemes qu’on peut se proposer relativement A ses disparitions. 
Deux circonstances doivent le rendre inyisible : la premiére lorsque, 
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passant par le centre du Soleil, il ne recoit de lumiére que par son 
épaisseur; la seconde lorsque l’ceil de l’observateur est au-dessous de 
sa surface éclairée. Les mouyements de Saturne et de la Terre et la 
position de l’anneau dans l’espace sont, par conséquent, les seuls élé- 
ments dont dépendent ses apparences; mais comme on a des moyens 
incomparablement plus exacts que l’observation de ces phénoménes, 
pour déterminer les mouvements de la Terre et de Saturne, on peut ici 
les supposer connus et ne regarder comme indéterminée que la posi- 
tion de l’anneau. Toutes les questions qu’on peut faire sur cet objet 
sont ainsi renfermées dans les deux suivantes : 


Etant données les phases observées a une certaine epoque, quels étaient 
alors les éléments de V anneau? 
Etant donnés les élémenis de lV’anneau, quelles seront a Uavenir ses 


> ? 
Apparences : 


De quelque maniére qu’on envisage ces problemes, toutes les 
équations auxquelles on parvient doivent toujours se réduire a deux : 
une relative au passage du plan de l’anneau par le centre du Soleil et 
autre relative & son passage par le centre de la Terre, puisque c’est 
uniquement dans ces deux circonstances que l’anneau peut com- 
mencer a disparaitre ou 4 reparaitre. Il n’est pas difficile de trouver 
ces deux équations avec toute la rigueur possible; mais il le serait 
extrémement d’en tirer, sous cette forme, des résultats simples et qui 
puissent faire connaitre l’ensemble des phénomenes. Heureusement le 
peu dexcentricité de l’orbite terrestre et l'inégalité presque insensible 
du mouvement de Saturne, tandis que le plan de lanneau traverse 
cette orbite, permettent de n’y avoir aucun égard au moins dans une 
premicre approximation. Les équations deviennent, par ces négli- 
gences, d’une grande simplicité sans perdre beaucoup de leur exacti- 
tude, et c’est dans cet état que M. du Séjour les considére. Il commence 
par donner, dans la deuxiéme Section, le moyen le plus facile pour y 
parvenir en faisant voir que le probléme se réduit 4 déterminer les 
instants ot! deux corps mus uniformément ayec des vitesses quel- 
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conques, l'un sur le diamétre d'un cercle et l'autre sur sa circonfé- 
rence, se trouvent A la fois dans la méme ordonnée et l’instant ot le 
corps mu sur le diamétre parvient au centre. De 1a naissent deux 
équations dont la premiére est transcendante et renferme un are de 
cercle ayee son cosinus; la seconde est algébrique et du premier 
degré. La discussion de celle-ci n’a, comme on yoit, aucune difficulté, 
mais la premiére donne lieu & l’auteur de faire, sur le nombre des 
racines réelles dont elle est susceptible, des remarques trés fines et 
d’autant plus importantes que les phases de l’anneau dépendent de 
ces racines. Cette sayante analyse est l'objet de la deuxiéme et de la 
troisiéme Section. II nous est impossible d’en donner une idée, méme 
imparfaite, sans figure et sans calcul; ainsi nous nous contenterons 
d’obseryer qu'elle peut étre regardée comme une des applications les 
plus délicates et les plus heureuses qu’on ait encore faites de l’Algébre 
a l’Astronomie. 

Dans la quatriéme Section, M. du Séjour applique son analyse aux 
six planétes principales en observant cependant de la modifier, par 
rapport & Jupiter, & cause de la grandeur de son orbite. Ensuite, il 
examine, dans la cinquiéme Section, la légitimité des suppositions 
précéedentes relativement a la Terre et il y démontre : 1° que linégalité 
du mouvement de l’anneau produit, sur linstant précis des phases, une 
difference inappréciable et qui ne va pas aux deux septiémes d’un jour; 
2° que la difference qui vient de I’ellipticité de Vorbite de la Terre ne 
peut excéder 4 jours dans les cas les plus défavorables. Or ces quan- 
tités étant au-dessous des erreurs que comportent les observations, il 
semble qu’on peut se dispenser d’y avoir égard, mais comme il est 
toujours a craindre que les erreurs du calcul, en s’ajoutant avec celles 
des observations, ne conduisent 4 des résultats éloignés de la vérité, 
le géométre ne doit, autant qu’il est possible, laisser dans ses calculs 
d’autre incertitude que celle des phénoménes. L’auteur donne consé- 
quemment, dans Ja sixiéme Section, une méthode pour rectifier 
linexactitude résultante de l’égalité supposée du mouvement de la 
Terre dans son orbite considérée comme circulaire. Reprenant ensuite 
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cette premiere hypothése, il discute avec étendue, dans les Sections 
sulvantes, les phenomenes qui ont lieu dans les neeuds boréal et austral 
de l’anneau. Il y donne : 1° les symptomes auxquels on peut connaitre 
le nombre des disparitions par l’inspection seule du lieu de la Terre au 
moment ou le plan de l’anneau est tangent a son orbite; 2° les équa- 
tions pour déterminer l’instant précis des phases; et comme l’épaisseur 
de l’anneau de Saturne n’est pas connue, que d’ailleurs l’obseryateur 
peut cesser de le voir quelque temps avant son passage par le centre 
de la Terre ou par celui du Soleil, M. du Séjour observe avec raison 
que, dans un calcul rigoureux, on doit tenir compte de cette épaisseur 
en partie réelle et en partie hypothétique, et, d’aprés cette remarque, 
il donne les équations relatives aux deux surfaces antérieure et pos- 
térieure de l’anneau et 4 un plan mené par son centre parallélement 
a ces surfaces. 

Dans les neuviéme et dixiéme Sections l’auteur développe le calcul 
des apparitions et des réapparitions de l’anneau de Saturne depuis 1600 
jusqu’en 1goo. Non seulement il y compare les observations deja faites 
avec les solutions, mais il examine encore ayec le plus grand detail 
toutes les circonstances qui peuvent accompagner ces phénomenes. 
Une des plus remarquables est celle ot l’anneau tend a disparaitre, 
quoiqu il ne puisse y avoir de disparition réelle, et cela doit arriver 
toutes les fois que le plan de l’anneau approche trés prés de la Terre 
sans l’atteindre. M. Heinsius est le premier qui ait observé cette ten- 
dance en 1744, mais ce qu’il en dit se réduit a fort peu de chose et la 
veritable theorie de ces maxima d’approximation était enti@rement 
inconnue avant les recherches de M. du Séjour dont elle n’est qu'un 
corollaire extrémement simple. Cette partie de son Ouyrage, une des 
plus précieuses pour les astronomes, est terminée par l’examen d’une 
période de 5g ans qu’on a cru ramener dans le méme ordre, les 
apparences de l’anneau de Saturne. Cette période, que l’inspection 
seule du rapport des révolutions de Saturne et de la Terre suffit pour 
détruire, est encore démontrée fausse par les résultats du calcul, 
puisgque, dans les années 1612 et 1671, séparées l’une de l’autre par 

OEwres de L. — XIV. 43 
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un intervalle de 59 ans, les apparences n’ont pas été les mémes, 
l'anneau n’ayant disparu qu'une fois dans la premiére année et deux 
fois dans la seconde. 

Les recherches dont nous yenons de présenter l’analyse sont 
fondées sur la circularité de lorbite de la Terre et sur l’égalité du 
mouvement de l’anneau durant le temps des phénoménes : deux sup- 
positions qui, comme nous l’avons obseryé, s’éloignent fort peu de la 
vérité. Dans les Sections suivantes l’auteur donne les équations rigou- 
reuses du probléme, et ils’en sert pour déterminer, soit par l’élimi- 
nation, soit par des méthodes differentielles, les élements de l'anneau 
proprement dits, e’est-a-dire son inclinaison sur l’écliptique, son 
épaisseur et la position de ses nceuds. Comparant ensuite les obserya- 
tions de 1715 et de 1774, les seules sur l’exactitude desquelles on 
puisse compter jusqu’a présent, il donne les différents systemes d’élé- 
ments qui résultent de cette comparaison. Cette matiére est discutée 
avec le soin et les détails qu’exige son importance. M. du Séjour n’a 
rien négligé de ce qui peut avoir influé sur les phénomenes. Une des 
considérations qu'il est le plus essentiel de ne pas négliger est celle 
relative & l’éleyation plus ou moins grande du Soleil au-dessus du plan 
de l’anneau, car il est évident que nous devons le perdre plus tot et le 
reyoir plus tard lorsqu’il nous refléchit moins de lumiere. Or la hau- 
teur du Soleil au-dessus de ce plan étant toujours fort petite a instant 
des phenoménes, la lumiére que l’anneau recoit est a tres peu prés 
proportionnelle a cette hauteur. En faisant entrer cet élément dans 
les calculs, M. du Séjour trouve que les observations sont plus cohé- 
rentes entre elles. Ces recherches lui ont donné lieu de faire une 
remarque interessante et qui nous parait mériter l’attention des astro- 
nomes. Les observations les plus exactes du mois d’octobre 1774 
laissent, sur instant précis de la disparition, une incertitude de 5 ou 
6 jours, incertitude qui n’a point lieu pour les autres phénoménes. 
Cette circonstance a fait soupconner 4 M. du Séjour qu’une des sur- 
faces de l’anneau est peut-étre moins propre que l’autre surface a 
refléchir la lumiére. Ce qui donne & cette conjecture beaucoup de yrai- 
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semblance c’est que, en 1714, dans les mémes circonstances, on 
retrouve la méme incertitude entre les observations. Cet accord trés 
remarquable ne suffit pas, a la vérité, pour décider un point aussi 
délicat de la théorie de l’anneau de Saturne, mais il doit rendre les 
astronomes attentifs aux moyens de le verifier. Le plus simple est la 
comparaison d’un grand nombre d’obseryations faites dans le nceud 
boréal et dans le nceud austral de l’anneau, car, si les observations 
different constamment plus entre elles dans une circonférence que 
dans l’autre, on pourra conclure avec certitude que les deux surfaces 
de l’anneau sont inégalement propres a refléchir la lumiére. 

L’Ouvrage est terminé par différentes remarques sur l’anneau de 
Saturne, sur une méthode pour déterminer son inclinaison sur l’éclip- 
tique et sur quelques autres circoustances qui precedent ses dispari- 
tions ou qui suivent ses réapparitions. L’auteur expose, en peu de 
mots, les opinions des philosophes sur la formation primitive d’un 
phénomene aussi extraordinaire et ce qn’on sait de plus probable sur 
la maniére dont l’anneau peut se soutenir en équilibre autour de sa 
planete. 

Tels sont les objets que M. du Séjour a traités dans son Ouvrage et 
l’on voit quwil n’a rien laissé a désirer sur la theorie des phases de 
l’anneau de Saturne. L’élégance, la finesse et la simplicité des mé- 
thodes dont il a fait usage rendent cet Ouvrage trés intéressant pour 
les geometres, et la discussion des phénoménes, depuis 1600 jus- 
qu’en 1900, le rend nécessaire aux astronomes qui voudront, dans la 
suite, observer avec précision ces apparences; ainsi nous croyons qu il 
mérite d’étre imprimé avec l'approbation et le privilége de |’Académie. 


Signé : 


p’ALemBerT, le Chevalier Borna, Beézour, 


VANDERMONDE, [APLACE. 


LETTRES INEDITES 


DE LAPLACE 
PUELIEES AVEC UNE PREMIERE REDACTION DE S8 


METHODE POUR DETERMINER LES ORBITES DES COMETES 
ET UNE 


NOTICE SUR LES MANUSCRITS DE PINGRE, 


Par CHirLes HENRY (*). 


Les écrits de Laplace qu’on va lire ont une double origine. 

Les six premiers documents sont conservés & la Bibliotheque de l'Institut 
dans les papiers de Condorcet et de d'Alembert (Ms. M. 623*), manuscrits 
que nous avons étudiés dans de précédents travaux (?). 

Il y est question de la méthode de l’auteur pour Vintégration des équa- 
tions différentielles aux différences infiniment petites et aux différences 
finies qui admettent une solution générale, du probléme de l’équilibre des 
sphéroides homogénes, du probléme des cordes vibrantes, les trois sujets 
désormais classiques, qui ont le plus vivement attiré l’attention des géo- 
métres vers la fin du xvm¢ siécle : c’est assez préciser le degré de leur intérét 
qui, d’ailleurs, sera toujours actuel, en ce qu’ils touchent a la métaphysique 
de la Science. 

La Lettre de Laplace 4 d’Alembert du 15 novembre 1777 est piquante; sans 
doute que le vieux géométre s’était alarmé de cette déclaration du jeune 
auteur au sujet du probléme des oscillations d’un fluide de peu de profon- 
deur sur une planéte immobile : « On trouvera dans ces Recherches la solu- 
» lion rigoureuse de ce méme probléme quelle que soit la densité du fluide 


(*) Bulletino di Bibliografia e di Storia delle Scienze matematiche e fisiche, T. XIX, 
avril 1886. 


(*) Ibid., T. XVI, mai 1883; T. XVIII, septembre-décembre 1885; T. XIX, mars 1886. 
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» el le mouvement de l’astre attirant. » Laplace lui envoie une addition 
flatteuse 4 l’adresse des Réflexions sur la cause des vents. 

Les quatre piéces suivantes sont conservées a la Bibliothéque Sainte-Gene- 
viéve dans les manuscrits de Pingré. 


Le manuscrit dont nous extrayons les écrits de Laplace est un in-4° oblong 
de 11 feuillets : il y a 2 feuillets de garde avant et aprés, 1 feuillet de garde 
entre le Mémoire et les Lettres. 

Ce Mémoire, qui traite de la méthode pour déterminer les orbites des 
cométes, a tout l’intérét d’une premiére rédaction originale; on peut s’en 
convaincre en le comparant avec les pages imprimées dans |’Histoire de 
Vv Académie des Sciences pour 1780 (p. 51 & 66), avec le Chapitre de la 
Cométographie de Pingré (T. IL, p. 324), ot la méthode de Laplace est 
exposée, enfin avec l’édition définitive de la Mécanique céleste ('), 

Nous le publions tel qu’il se trouve dans le manuscrit, les Lettres ulté- 
rieures ayant pour objet de le rectifier. 


|b 


(Bibliotheque de l'Institut, Ms. M. 623%.) 


4. LAPLACE A CONDORCET (7). 


A l’Ecole militaire, ce 3 décembre, 1771. 


Monsieur, 


En repassant sur les différents Mémoires que j'ai présentés jusqu’ici 
a Académie, j’en ai extrait les remarques suivantes qui sont relatives 
a un objet dont vous yous étes occupé dans le troisiéme Volume des 
Mémoires de Turin (*), et je prends la liberté de les soumettre a votre 


examen. 


(1) Okueres de Laplace, T. I. 878, p. 243-256. — Consulter ensuite le Tome X, p. g3 


et suivantes. 
(2) Folios 4 et 5. Sans adresse. 
(3) Il s’agit, sans aucun doute, du Mémoire de Condorcet intitulé : Solution générale 
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Vous et M. de Lagrange avez démontré dans ces Mémoires d'une 
maniére fort élégante que si l’on sait intégrer l’équation 


dy ay d"y 
—+H’—++...+ H*" 
ax 3 dx? ax 


(1) o—y+H 


? 


dx étant constant et H, H’, ... étant des fonctions de a, on pourra 
toujours intégrer celle-ci 


d’y 


ax" 


(2) X=y+H 


dy 
So >] 
‘xv 


ay 
3 +H +...+ HH" 


X étant une fonction de x. 

Je suis parvenu, par une méthode assez singuliére, non seulement a 
démontrer ce theoréme, mais encore & la régle suivante : 

Soit 

y=Ca+ Clu'+ Cu’ +...+ Cyr 

l’intégrale compléte de l’equation (1), uw, vw’, uv’, ... étant des intégrales 
particuliéres de cette equation, et C, C’, C”, ... etant des constantes 
arbitraires, on fera 
wu! du —u du’ 


= ul’du— udu' u'du— udu 
pameeed —_————_ es”) — 


éE= > u 


ti — a 

du <5 : : 
du du 

ne, uw’ du—udu® = wdu—udu’ 

“a= eC OS] —_——————S) 0 tt Be wo es . “9 ay 
du du 

—- vdu—udu* 

pit tans eracacecnctp ramming ta Rhee el pl Gt A aan pace iter n Wika nhs wives tae A 
du ? ? 

ite ee a a RN ee + Og SOS Pe ake a is ipa sae da aia eee ane 


P 5% ’ . . aif uf : 
jusqu’a ce qu’on parvienne ainsi a former =; soit alors 
u 


et analytique de ce probléme : 


Une équation différentielle aux différences infiniment petites et qui admet une solution 
générale étant donnée, trouver l’intégrale. 


( Mélanges de Philosophie et de Mathématiques de la Société royale de Turin pour les 
années 1766-1769, ete., p. 1-18.) 
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(n n’étant pas ici exposant, mais indiquant seulement le rang de 3 
dans la suite des 3). Si, dans l’expression de s”-', on change u”“! 
en u”~*, et réciproquement, on formera s”~*; si, dans la méme expres- 
sion de s*-', on change uw”! en u”-*, et réciproquement, on for- 
mera s”~*, et ainsi de suite, on aura 


4 yn-t (C14. f2"-4X dar) 


pour l’intégrale compléte de l’équation (2). 

Il résulte encore de cette méthode que Vintégrale de l’équation (2) 
dépend toujours de l’intégration de deux autres du degré n—1, et 
dont il n’est méme nécessaire que de trouver un nombre n — 2 d’inte- 
grales particuliéres. 

La méme méthode s’étend encore aux differences finies. 

Soit equation différentio-differentielle aux differences finies 


(3) ay Jes eye ae te yee = epee ssgtel § ig aa rae 


xen, oH, o.- etant des fonctions de 2, ét X*, 7%, H®; . >. ne dest- 
gnant pas des puissances de X, y, H, ..., mais le ai*™* terme de la 
série des X, des y, etc.; qu’on désigne par la caractéristique A les 
différences finies et par la caractéristique be les intégrales finies; cela 
pose, soit 

ye AXM+!AlU + "AU +... +7 OA 


l’intégrale de 
(4) Om yt tHe te yen, 


u,'u,"u, ... étant des intégrales particuliéres de léquation (4) et A, 
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‘A, “A, ... étant des constantes arbitraires; qu'on fasse 


‘ : so I Pale nen 
jusqu’a ce qu’on parvienne a former = qu’on fasse iad »—'3; SI dans 


cette expression on change "“'w en *~*u, et réciproquement, on for- 
mera ”~*s, et ainsi de suite; l’intégrale de l’équation (3) sera 


le signe + ayant lieu si z est impair et le signe —, s’il est pair. 

Je suis parvenu, par cette méthode, non seulement & sommer trés 
directement les suites récurrentes. mais de plus une espéce de suites 
fort générales, dont celles-ci ne sont qu’un cas particulier. 

Toutes ces choses sont déyeloppées dans un Mémoire que M. de 
Fouchy m’a promis de faire imprimer au plus tot ('). J’aurais bien 
desire que vos occupations vous eussent permis d’y jeter un coup 


(+) Ce Mémoire a pour titre : Recherches sur le calcul intégral aux différences infini- 
ment petites et aux différences finies; il a été inséré dans le Tome IV des Mélanges de 
Turin : Villustre géométre revient sur les énoncés de ces théorémes a la fin de son 
Mémoire sur les suites récurro-récurrentes et sur leurs usages dans la Théorie des 
hasards (*) (Mémoires de Mathématique et de Physique, présentés a |’Académie royale 


des Sciences par divers savants et lus dans les assemblées, T. VI, etc. MDCCLXXIV, 
p- 367-371). 


(*) O&uvres de Laplace, T. VIII, p. 5 et 20 & 24, 


a 
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(ceil; mais je sais le peu de temps qu’elles vous laissent. Je crains 
méme d’ayoir abusé, par cette Lettre, de yotre complaisance, mais 
jespére que vous me pardonnerez aisément cette importunité, que je 
vous prie d’imputer au désir que j’ai de mériter votre amitié. 
Je suis avec estime et respect, 
Monsieur, 


Votre tres humble et obéissant serviteur, 


LAPLACE. 


2. LAPLACE A CONDORCET ('). 


J’ai recu, Monsieur, la Note que vous ayez eu la bonté de m’enyoyer ; 
elle me parait trés juste, et vous observez avec raison que toute fois 
que lintégrale sera possible en termes finis, yous la trouverez par 
votre méthode, qui me parait fort ingénieuse. Quand mon trayail sera 
fini sur cet objet, je me propose de yous le communiquer. Du reste, 
on yous doit et je yous rendrai la justice d’obseryer que yous étes le 
premier qui ayez donné une méthode générale sur ces intégrations, 
car il me semble qu’une des raisons pour lesquelles on n’a point 
avancé cette partie de l’Analyse autant qu’elle pouvait l’étre, est 
qu’on s’est borné a des méthodes de transformations nécessairement 
limitées. 

Je vous prie de me croire avec toute l’estime et toute l’amitié pos- 
sible, 


Monsieur, 
Votre tres humble et trés obéissant serviteur, 
LAPLACE. 


(1) Folios 6 et 7. L’adresse est : A Monsieur, Monsieur le Marquis de Condorcet, 
Secrétaire de l’Académie des Sciences, rue Louis-le-Grand, a Paris. 
OEuvres de L. — XIV. 44 
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3. LAPLACE A CONDORCET (‘'). 


M. de Condorcet m’a remis le Mémoire de M. de Lagrange sur le 
mouvement des neeuds des planétes. 


Ce 15 février 1775. 
LAPLACE. 


4 


4. LAPLACE A D’ALEMBERT (*). 


A Paris, ce samedi 15 novembre 1777. 


MonSIEUR ET TRES ILLUSTRE CONFRERE, 


Au lieu d’aller demain yous importuner, comme je me I’élais pro- 
posé, j'ai cru plus & propos de yous envoyer l’addition dont nous 
sommes conyenus; d’ailleurs, je n’aurai plus demain mon Mémoire 
parce que je dois le remettre ce soir a l’Académie, & M. le Marquis 
de Condorcet (*). Aprés cette phrase : « C’est donc, & proprement 
» parler, 2 M. d’Alembert qu’il faut rapporter les premiéres recherches 
» exacles qui alent paru sur cet important objet. Cet illustre auteur 
» s’étant proposé, dans son excellent Ouvrage qui a pour titre : 
» Réflexions sur la cause des vents, de calculer les effets de l’action 
» du Soleil et de la Lune sur notre atmosphére, y détermine d’une 
» maniere synthétique et fort belle les oscillations d’un fluide de peu 
» de profondeur qui recouyre une plancte immobile au-dessus de 


laquelle répond un astre immobile; il cherche ensuite a déterminer 


(!) Folio 8. 

(2) Folio 9. 

(?) Il s'agit des Recherches sur plusieurs points du systeme du Monde (Mémoires de 
l'Académie des Sciences de Paris, 1772, p. 75 et suiv.) (). 


(*) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 71. 
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ces oscillations, dans le cas ot la planete étant toujours supposée 
immobile, V’astre se meut uniformément sur un paralléle a l’équa- 
teur, et il parvient par une analyse aussi savante qu’ingénieuse aux 
véritables équations de ce probleme, mais la difficulté de les inté- 
grer le force de recourir a des suppositions qui en rendent la solu- 
tion incertaine. On trouvera dans ces recherches la solution rigou- 
reuse de ce méme probleme, quels que sotent la densité du fluide et 
le mouvement de l’astre attirant dans l’espace. » 


J'ai ajouté ce qui suit (') : 


« Au reste, je dois a M. d’Alembert la justice d’observer que si j’al 
eté assez heureux pour ajouter quelque chose a cet égard, a ses 
excellentes. Réflexions sur la cause des vents, j’en suis principalement 
redevable a ces Réflexions elles-mémes et aux belles découvertes 
de ce grand géometre sur la Théorie des fluides et sur le Caleut 
intégral aux differences partielles dont on voit les premiéres traces 
dans l’Ouyrage que je viens de citer. Si lon considére combien 
les premiers pas sont difficiles en tout genre, et surtout dans 
une matiére aussi compliquée; sil’on fait attention aux progrés 
immenses de l’Analyse depuis impression de son Ouvrage, on ne 
sera pas surpris qu'il nous ait laissé quelque chose a faire encore 
et que, aidés par des théories que nous tenons de lui presque toutes 
entieres, nous soyons en état d’avancer plus loin dans une carriére 
qu'il a le premier ouverte (*). » 


Jespére, mon cher Confrére, que yous serez content de cette addi- 


tion; je suis trés enchanté d’ayoir cette occasion de yous témoigner 


yubliquement mon estime et ma reconnaissance : je yous deyais d’ail- 
I q J 


leurs cette justice a tous égards, puisqu’il est vrai de dire que, sans 


votre travail et sans les belles recherches que vous avez publiées 


dans votre excellent Essaz sur la résistance des fluides et que M. Euler 


(1) Cette addition se trouve page gt du Volume précite. 
(2) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 89 et go. 
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a depuis présentées d'une maniére fort simple et fort générale dans les 
Mémoires de Berlin et de Pétersbourg, je naurais jamais osé entre- 
prendre de traiter la matiére qui fait l'objet de mes recherches. 

J'ai toujours cultiyé les Mathématiques par gotit plutot que par le 
désir d'une yaine réputation, dont je ne fais aucun cas. Mon plus 
vrand amusement est d’étudier la marche des inventeurs, de yoir leur 
cénie aux prises avec les obstacles qu’ils ont rencontrés et qu’ils ont 
su franchir; je me mets alors & leur place et je me demande comment 
je m’y serais pris pour surmonter ces mémes obstacles, et quoique 
cette substitution n’ait, le plus souvent, rien que d’humiliant pour 
mon amour-propre, cependant le plaisir de jouir de leur suecés me 
dédommage amplement de cette petite humiliation. Si je suis assez 
heureux pour ajouter quelque chose a leurs travaux, j’en attribue tout 
le mérite & leurs premiers efforts, bien persuadé que dans ma position 
ils auraient été beaucoup plus loin que moi. Vous yoyez par la, mon 
cher Confrére, que personne ne lit yos Ouvrages avec plus d’attention 
et ne cherche mieux 2 en faire son profit que moi; aussi personne n’est 
plus disposé & yous rendre une justice plus entiére, et je yous prie de 
me regarder comme un de ceux qui yous aiment et qui vous admirent 
le plus. C’est dans ces sentiments que j’ai l’honneur d’étre, Monsieur 


; 


et illustre Confrére, 
Votre tres humble et trés obéissant serviteur, 


LAPLACE. 


39. LAPLACE A D’ALEMBERT ('). 


1777. 
Vous ayez eu raison, mon tres cher et trés illustre Confrére, de soup- 
conner que le probléme de !’équilibre des sphéroides homogénes n’est 


(‘) Folio 10. Adresse : A Monsieur, Monsicur d’Alembert, de I’Académie des Sciences 
et Seerétaire perpétuel de l'Académie francaise, au Louvre. 
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susceptible que de deux solutions. En relisant yos belles remarques 
sur cet objet, je m’en suis assuré par la méthode suivante, qui est 
assez simple et qu’on peut employer avec avantage, pour déterminer 
le nombre des racines réelles des équations transcendantes : je consi- 


\ , fe . 3k? + 9) arctangk —gk ps 
dére d’abord Véquation 20 = 9) = — 2”, de la page 50 


du Volume VI de vos Opuscules ('); cette équation détermine, par le 
nombre des valeurs réelles et positives de & qui peuvent y satisfaire, 
les différentes figures elliptiques qui conviennent a l’équilibre; mais 
il est assez difficile de reconnaitre le nombre de ces racines 2 cause de 
la fonction transcendante qu’elle renferme. Pour la faire disparaitre, 
je mets l’équation précédente sous cette forme 


20k + ok ie 
TRIS.” 7S are tang k ers) 


et je nomme ¢ la fonction (*) 


4 


awh + gk 
a arcane kh; 
3h? 4-9 


je différentie cette fonction et, toutes réductions faites, je trouve 


4 6k? dk. [wk + (10m — 6) hk? + gw | 
(0) ae TE ; = ; 
(34? -+ 9)* (1+ A*) 


3 


on aura done 


ee. [wht = (10% — 6) Kh? + go] 
= [08 Ee FUER) 


(1) w est un nombre connu qui dépend de la vitesse de rotation de la sphére homo- 
gene autour d’un de ses diamétres. 

Si a est le demi-axe de lellipse qui devient cette sphére en devenant fluide, ma le 
rayon de l’équateur, ]’attraction au pdle sera 


20m? a ’ 
: ( m? — 14—are tang Ym? — 1) 


(m?— 1)? 


ou, on faisant A = Ym?—1, ona 


P= 


P= ed seat (k — are tangh). 


(2) OEuvres de Laplace, T. Il, p. 59- 


350 LETTRES INEDITES. 


lintégrale étant supposée commencer avec 4; cela posé, je construis 
la courbe AMNORT de maniére que, l’abscisse AP étant 4, lor- 


donnée PM soit 
Lwki+ (10m — 6) A?+ 9@] 


6k 
(34% 9)? (1+ *) 


Il est clair : 1° que les ordonnées commenceront et finiront par étre 
positives; 2° que, si du coté des valeurs positives de 4, les seules que 


nous deyions considérer ici, la courbe coupe l’axe des abscisses, elle 
le coupera en deux points N, R, tels que les abscisses AN et AR seront 
déterminées par les deux racines positives de ’équation 


o=whkt+ (100 — 6)? + 90; 


cette équation donne 


a Lee 3 ree 
pour que 4? ait une yaleur réelle et positive, il faut que (= — 5) soit 


3 yes ae 
plus grand que 9, et que — — 5 soit positif; dans ce cas, les deux 


valeurs de #* seront réelles et positives, ce qui donnera pareillement 
pour & deux valeurs réelles et positives; il suit de la que la courbe ne 
coupera point du tout son axe ou qu’elle le coupera en deux points N 
et R; il est bien clair qu’elle ne peut le couper qu’en ces deux points, 
du cdté des abscisses positives. 

Maintenant la fonction 9 représente l’aire de la courbe, et, pour que 
cette fonction puisse étre nulle, il faut que la courbe coupe son axe et 
que aire négative NOR excéde, ou au moins soit égale 2 laire posi- 
tive AMN; il doit done exister alors un point S tel que l’aire NOS soit 
egale a l’aire AMN; mais, puisque la fonction ¢ finit par étre positive, 
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il est clair qu’il existe un autre point V tel que l’aire RTV est égale a 
aire RSO, en sorte que l’aire ¢ de la courbe est nulle aux deux points S 
et V, et de plus, il est visible qu’elle ne peut étre nulle qu’a ces deux 
points. 

Si aire AMN est égale a l’aire NOR, les deux points S et V se con- 


fondent avec le point R, et ce cas est celui ott l’équation g = o cesse 
d’étre possible. 


6. LAPLACE A D’ALEMBERT ('). 


Ce dimanche, ro mars 1782. 


MonsIEUR ET TRES ILLUSTRE CONFRERE, 


Je suis tres flatté que mes Recherches sur les suites (*) aient pu fixer 
quelques moments votre attention; j’aurais bien désiré que vos occu- 
pations vous eussent permis de suiyre l’analyse gue j’y donne du pro- 
bléme des cordes vibrantes, au moyen du Calcul intégral aux diffe- 
rences finies partielles, car il me parait éyident, par cette analyse, que 
toute figure initiale de la corde, dans laquelle deux cétés contigus ne 
forment point entre eux un angle fini, peut étre admise. Voici en peu 
de mots & quoi se réduit mon raisonnement (*). 

Sil’on nomme y,,, lordonnée d’une corde vibrante dont l’abscisse 
est x, ¢ désignant le temps, il est clair que la foree accélératrice du 
point de la corde placé a lextrémité de cette ordonnée sera propor- 
tionnelle & la différence seconde des trois ordonnées qui répondent 


(1) Folios 12 et 13. L’adresse est : A Monsieur, Monsieur d’Alembert, de l’Académie 
des Sciences et Secrétaire perpétuel de l Académie francaise, au Louvre. 

(7) Ul s’agit du Mémoire sur les suites publié dans les Mémoires de l’ Académie des 
Sciences de Paris pour 779, p. 207-309; c'est le premier o& Laplace ait considéré les 
fonctions génératrices (). 

(*) Laplace traite la question avec plus de développements dans sa Théorie des pro- 
babilités (OEuvres de Laplace, T. Vl, ete., p. 77 et suiy.). 


(*) OEuvres de Laplace, T. X, p. 1 et suiv. 
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hw — dv, x et 2 + dx, c’est-a-dire proportionnelle a 
Ya—dx,t — 2V¥a,1+ Yorde, t3 


de plus, cette force sera, par les principes de Dynamique, proportion- 
nelle a 

hk 
cette difference seconde étant prise en ne faisant varier que le temps ¢: 
en le mettant done, comme cela se peut, sous cette forme 


Ya, t—dt — AY x,t Yu, t+ats 
on aura pour déterminer le mouvement de la corde l’équation 
Yn, t+di~ 2¥ x, t a Ye, t—dt — a ( Yur az, t— 2YV x, t wy pe foe dx, t)> 


a® étant un coefficient constant. Cette équation convient incontesta- 
blement & tous les points de la corde, excepté aux deux extrémes, 
dont le premier n’a point d’ordonnée antérieure et le second, d’or- 
donnée postérieure; mais ces deux points sont fixes par la condition 
du probléme. Jobserve cependant que, pour que l’équation précedente 
subsiste, il est nécessaire que deux cotés contigus ne forment point 
entre eux un angle fini, car au sommet de cet angle la force accéléra- 
trice, qui partout ailleurs est finie, serait infinie. La vitesse changerait 
done brusquement & ce point, et l’on ne pourrait plus y supposer la 


ea 
dt* 


l’équation générale du probleme des cordes vibrantes puisse avoir lieu. 


force accélératrice égale a » comme cela est nécessaire pour que 

Maintenant, au lieu d’intégrer l’équation précédente par la consi- 
dération des infiniment petits, ce qui peut laisser des doutes sur la 
discontinuité des fonctions arbitraires auxquelles on parvient, je l’in- 
{ogre comme une équation aux diflérences finies et dans laquelle, par 
consequent, da et dt sont des quantités finies. Il est visible que, rien 
n’ctant négligé dans cette intégration, les résultats que je trouve con- 
viennent également au cas de dx et de df, infiniment petits; et comme 
dans le cas général, la valeur de y,, se construit en placant alterna- 


tivement, au-dessus et au-dessous de l’axe des abscisses, le polygone 
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qui représente la valeur de y,,, lorsque ¢ = 0, on doit en conclure que 
cette méme construction a lieu lorsque dx et dt sont infiniment petits, 
et qu’ainsi la construction que vous avez donnée dans votre Mémoire 
sur les cordes vibrantes, relativement aux fonctions analytiques, est 
générale, quelle que soit la figure initiale de la corde, pourvu qu’aucun 
de ses angles ne soit fini. I] ne me sera pas difficile, présentement, de 
répondre a la difficulté que vous me faisiez hier, a l’Académie, sur la 
force accélératrice qui a lieu au point de contact de deux positions de 
courbes qui se touchent. 

Pour cela, je considére deux arcs de cercle BA et B’A qui se touchent 
au point A, et dont les centres sont C et C’. La force accélératrice au 
point A est en raison inyerse du rayon osculateur a ce point, et comme 


il appartient également aux deux arcs AB et AB’, vous me demandiez 
lequel des deux rayons CA ou C’A on doit choisir pour représenter la 
force accélératrice du point A. Pour répondre a cette difficulté, job- 
serverai que, lorsqu’on suppose la force accélératrice inversement pro- 
portionnelle au rayon osculateur au point A, cela yeut dire que si l’on 
prend deux points M et M’, infiniment voisins et équidistants de A, et 
qu’on fasse passer un cercle par ces trois points, la foree accéléra- 
trice au point A sera en raison inverse du rayon de ce cercle; cela 
posé, je dis que cette force ne sera inyersement proportionnelle ni 
i CA, ni a C’A, parce qu’aucun de ces deux rayons ne sera celui du 
cercle qui passe par les trois points M, A, M’; mais, si l’on pro- 
longe M’C’ jusqu’a ce qu’il rencontre MC en O, O sera le centre de 


ce cercle et la force en A sera réciproque au rayon AQ; or il est facile 
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de prouver que AO est égal au produit des deux rayons CA et CA, 
divisé par la moitié de leur somme. Il n’y a done point d’ambiguité 
relativement a la force accélératrice du point A qui sera toujours pro- 
portionnelle a la difference seconde des trois ordonnées qui passent 
par les points M, A et MW’. 

Telles sont, Monsieur, les réflexions que j’ai l'honneur de vous pre- 
senter sur une question trés délicate, que vous avez tant de fois agitée, 
et sur laquelle l’opinion dépend de la maniére dont on enyisage le pro- 
btéme; il est naturel de transporter au résultat de la solution la conti- 
nuité qu’exige la méthode dont on fait usage et qui souvent restreint 
la généralité de cette solution; aussi je ne suis point surpris que notre 
illustre ami, M. de Lagrange, quia traité ce probléme dans le Tome III 
des Mémoires de Turin par la méthode des suites infinies, ait cru la 
continuité nécessaire entre les differences quelconques des fonctions 
arbitraires; mais la méthode des différences finies dans laquelle on 
ne néglige rien est exemptée de ces inconyénients. Il m’a toujours 
semblé que M. Euler a été trop loin en n’assujettissant & aucune con- 
dition les fonctions arbitraires; mais je pense que yous avez été trop 
circonspect en les restreignant aux seules fonctions analytiques. Cette 
cireonspection était bien naturelle dans Vinyenteur d’un calcul qui 
ollre des résultats aussi vastes et aussi inattendus, mais yous ne devez 
pas trouver mauyais qu’on yous prouve que votre calcul a beaucoup plus 
d’etendue que yous ne lui en ayiez soupgonné d’abord; je vous prie de 
croire que personne ne sent mieux que moi l’importance et la beauté 
de cette précieuse découverte, et ne yous rend a cet égard une justice 
plus sincére, & laquelle je suis porté d’ailleurs par le sentiment de la 
reconnaissance pour yos premiéres bontés que je n’oublierai jamais. 

Jai Vhonneur d’étre avec toute l’estime et la considération pos- 
sibles, . 

Monsieur et trés illustre Confrére, 


Votre tres humble et tres obéissant serviteur, 


LAPLACE 
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I. 


( Bibliotheque Sainte-Genevieve, Ms. V., f. in-4° 746. Supplément. ) 


1. METHODE POUR DETERMINER LES ORBITES DES COMETES ('). 


On choisira trois ou quatre, ou cing, etc. observations d’une cométe, 
également éloignées les unes des autres autant qu'il sera possible, et 
pour la commodité du calcul, on les réduira toutes 4 la méme heure 
du jour, temps moyen, quoique cela ne soit pas absolument néces- 
saire. On pourra embrasser, avec quatre observations, un intervalle 
de 30°; avec cing observations, un intervalle de 36° ou 4o°, et ainsi 
du reste; mais il faudra toujours que I’intervalle compris entre les 
observations soit d’autant plus grand qu’elles sont en plus grand 
nombre, afin de diminuer l’influence de leurs erreurs. Cela posé, 
soient 6, 6’, 6”, 6”, ... les ascensions droites successives de la coméete; 
r, 7, r’,r”, ... les déclinaisons boréales correspondantes, les décli- 
naisons australes devant étre supposées négatives; on divisera la dif- 
ference 6’— 6 par le nombre des jours qui séparent la premiére de la 
deuxiéme observation; on divisera pareillement la différence 6” — 6’ 
par le nombre des jours gui séparent la troisiéme de la deuxiéme 
observation; on divisera encore la différence 6” — 6” par le nombre 
des jours qui séparent la quatriéme de la troisieme observation, et ainsi 
de suite. Soit 66, 06’, 66”, 66”, ... la suite de ces quotients. 

On divisera la différence ¢6’— 6 par le nombre des jours qui 
séparent la troisieme de la premiére observation; on divisera pareil- 


(1) OEugres de Laplace, T. X, p. 127, et T. I, p. 243. 
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lement la différence 66” — 36’ par le nombre des jours qui séparent la 
quatriéme de la deuxiéme observation; on divisera encore la diffe- 
rence 26" — 26” par le nombre des jours qui séparent la cinquiéme de 


9 
= 


la troisiéme observation, et ainsi du reste. Soit 626’, 626”,.... la suite 
de ces quotients. 

On diyisera la différence 3°6’— 676 par le nombre des jours qul 
séparent la quatriéme de la premiére observation; on divisera pareil- 
lement la différence 66” — 676’ par Je nombre des jours qui séparent 


la cingquiéme de la deuxiéme observation, et ainsi du reste. Soit 6°6, 


Se Ff 
Pt 


5° 6’, 2°6", ... la suite de ces quotients. 

On continuera ainsi jusqu’A ce qu’on parvienne & former 6”'6, 
n étant le nombre des observations emplovées. Cela fait : 

On prendra une époque moyenne, ou & peu prés moyenne, entre les 
instants des deux obseryations extrémes, et, en nommantz, wv’, 2,0", ... 
les nombres de jours dont elle précéde chaque observation, z, v, v’, ... 
deyant étre supposés négatifs pour toutes les observations antérieures 
a cette époque, l’ascension droite de la cométe, pour un nombre, z, de 
jours comptés depuis l’époque, sera exprimée par la formule 


6— 196 + fe’ SS — wi "OE + "i" HE... 
+5 [05 —(i+0') 076 + (ci + "+ U0") 66 
— (a i ee”) KE +...) 
+ 3*[0°6—(i+ + 0") 0°6 


+ (id i ee 7) OE —. J. 


Les coefficients de — 66, + 076, — 9°6, ..., dans la partie indépen- 
dante de z, sont: 1° le nombre z; 2° le produit des deux nombres ¢ 
et’; 3° le produit des trois nombres 4, 7’, v’; etc. 

Les coefficients de — 676, + 696, — 0'6, ..., dans la partie multi- 
pliée par s, sont : 1° la somme des deux nombres 7 et’; 2° la somme 
des produits deux & deux des trois nombres 7, v’, 7”; 3° la somme des 
produits trois & trois des quatre nombres ¢, v’, ¢’, ¢”; ete. 

Les coefficients de — 696, + 646, — 656, ..., dans la partie multi- 


plice par 37, sont: 1° la somme des trois nombres 7, v’, t”; 2° la somme 
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des produits deux a deux des quatre nombres 1, 7, v”, 2”; 3° la somme 
des produits trois a trois des cing nombres ¢, v, E ple yet. 

En opérant de la méme maniére sur les déclinaisons de la comete, 
sa déclinaison aprés le nombre z de jours, depuis l’époque, sera repreé- 
sentée par la formule suivante : 


r—lor+il Pr — il! Or + wii" 
+s fdr —(i+7)Pr+ (tie i’) er 
— (WU we i") or...) 
+ 3?[62r— (i+ i + i") or 
+(e ee a "tr... ]. 


On supposera ensuite z égal & un petit nombre de jours, de maniere 
que les termes multipliés par s? ne montent qu’a un petit nombre de 
minutes, par exemple a 4 ou 5 minutes. Soit g ce nombre de jours; on 
fera successivement s = — g, s =o et z= ; on auraainsi trois ascen- 
sions droites et trois déclinaisons correspondantes de la comete, éloi- 
gnées l’une de l’autre d’un méme intervalle de temps. On pourra pour 
plus de simplicité fixer l’époque a linstant de Pobservation moyenne, 
si le nombre des observations employées est impair, ce qui donne 


6 


et ce qui simplifie, par conséquent, les formules précédentes. Cela 
posé, au moyen des trois ascensions droites et des trois déclinaisons, 
on calculera les trois longitudes et les trois latitudes correspondantes, 
en ayant soin de porter la précision jusqu’aux secondes. Soient «,, 
a, « les trois longitudes et 9,, 9, 9’ les trois latitudes boréales, les 
latitudes australes devant étre supposées négatives; on réduira en 


Cir SSCS . 
secondes la quantité - et, du logarithme de ce nombre de 


secondes, on retranchera le logarithme 3,5500081 ('); on aura le 


logarithme d’un nombre que nous désignerons par a. 


q : os , Cl 2 io 
On réduira pareillement en secondes Ja quantite ———~—— et, 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 103 
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du logarithme de ce nombre de secondes, on retranchera le loga- 
rithme 1,7855911 ('); on aura le logarithme d’un nombre que nous 


désignerons par 0. 


'— 4, 
5 


: et, en retranchant 


En réduisant encore en secondes la quantité 


du logarithme de ce nombre de secondes le logarithme 3, 5500081, on 


aura le logarithme d’un nombre que nous désignerons par h. 


g'— 96+ 4, 
i 


Enfin, on réduira en secondes la quantité et, en 


retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga- 
rithme 1,7855911, on aura le logarithme dun nombre que nous 
désignerons par Z. 

C’est de la précision des valeurs de a, b, A et J que dépend lexacti- 
tude des résultats suivants, et, comme leur formation est trés simple, 
il faut choisir et multiplier les observations, de maniére & les obtenir 
avec autant de rigueur que les observations le comportent. 

Pour éclaireir ce que nous yenons de dire par un exemple, nous 
choisirons la cométe de 1773, dont les observations, faites par M. Mes- 
sier, sont consignées dans le Volume des Mémoires de U Académie pour 
l'année 1774. En réduisant 417", temps moyen a Paris, les obser- 
yations du 13 octobre, du 31 octobre, du 25 novembre et du 14 dé- 
cembre 1773, ona: 


Asconsion droite 


de Déclinaison 

la cométe. boréale. 
ppt / " o ee 

$3 OOGETOS a sieintone vin ction 154.21.40 Fs 2.30 
WT NCLODIG, Con cecet ss 3% 165.45.52 Foss0. 10 
ah MOVED TS . Hsntsaie 1. 180.33.51 25.47.45 
VA AGCOMDIOs «oo. 5 oe ors 190.31.33 52.43.13 

On conclura de ces observations: 
06 = 2280’, 7, (oS mits. O6l == sBS-7", 2% 
6*6 — — 3”, 4967, 076’ = — 5”, 5387; 
6°6 = — 0’, 03326. 


(*) OEuvres de Laplace, t. X, p. 103. 


POUR DETERMINER LES ORBITES DES COMETES. 339 


En prenant ensuite pour époque le 13 novembre, a 17°, temps 
moyen, on aura 


eae ss sh Paes 
i= — BY} i= 15, hfe We ph ce Sate 


la formule qui exprime l’ascension droite aprés le nombre = de jours 
comptés depuis l’époque sera donc 


173°39/ 21” + 2131",9 —4", 541 2. 


On trouvera pareillement que la déclinaison sera exprimée par la for- 
mule 

18°41! 11" + 1499",95 + 4", 4748 3?. 
En faisant successivement dans ces formules s = — 6, s =oetz=—6, 
on aura les trois ascensions droites et les trois déclinaisons sutyantes : 


Ascension droite. Déclinaison. 
9 fen Pe 4 r # 

Wafer | SIONS, LG Ong 
Ig feioe ste eH LO.4i- £1 
1977. 9:49 Del IAGO 


Kn calculant ensuite les trois longitudes et les trois latitudes corres- 
pondantes, on trouve 


pe G49 25/ 24", Gp aT ie Ouse. 

&, == 166°38' 26’, Gir Th°26caat: 

o' ==168° 41/08", Geo 5095 
d’ou l’on tire 

QZ 0, 300/600, b=— 0,277611, 


a 9 8 —- aQ 2. 
A= 0,612-920, [= 06, 078 902. 


We 


On déterminera la longitude de la Terre vue du Soleil, a l’instant 
qu’on a choisi pour époque. 
Solent : 


A cette longitude ; 
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RK la distance correspondante de la Terre au Soleil; 
R’ la distance qui répond a la longitude A + go? de la Terre. 


On formera les trois équations 


> z aD) 
(1) Bley: +2Recos(A—a)+ R’, 
___ Rsin(A—a)/! aN bax 
G) PAE cet is ee 
. RAAF 
O= 77+ 2? x*+- (y tang 9 +- 33) 
(3) i: ay | (R'—1) c0s(A — 2) — | 
: ; cos(A— a) I Oe 
+2aa2 [(R 1) sin(A — a) + SEO hast 


pour tirer de ces équations les yaleurs de trois inconnues a, y et z, 
il sera beaucoup plus commode d’employer, au lieu des coefficients 
connus, leurs logarithmes. On fera une premiécre supposition pour @: 
on le supposera, par exemple, égal 4 l’unité et l’on en tirera, au moyen 
des équations (1) et (2), les valeurs de ret de y; on substituera ensuite 
ces yaleurs dans l’équation (3) et, si le reste est nul, ce sera une preuye 
que la yaleur de a a été bien choisie; mais, si ce reste est négatif, on 
augmentera la yaleur de & et on la diminuera si le reste est positif. 
On aura ainsi, au moyen d’un petit nombre d’essais, les véritables 
valeurs de w, y et r. Mais, comme ces inconnues peuvent étre suscep- 
tibles de plusieurs valeurs, il faudra choisir celle qui satisfait exacte- 
ment ou & peu pres a l’équation 


=~ 2(Atangs+ + SSint cost 

(4 _ Bo Oh ah 

1) _ Rsin§ cos A : 1 \. 
sma = eee + — a) 3 Ra) 


il faudra méme employer cette équation de préférence a l’équation (2), 
er I oe 5 - 6 r a 
si l'on a= > 6, et alors ce sera l’équation (2) qui servira de véri- 


fication. Ayant ainsi les valeurs de a, y et r, on formera la quan- 
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tité (*) 
P= aly + he tangs) + Ry cos(A — 2) 


__ sin(A — a) 


+ | (R’—1) 08(A — a) R 


| + Raz sin(A—a) + R(R’—1); 
la distance périhélie D de la cométe sera 
rv 
(i Fe 3B 


le cosinus de l’anomalie ¢ de la cométe sera 
2D 
cos?’ = — —I, 
ti 
d’ot l’on conclura, par Ja Table du mouvement des cométes, Je temps 
p) 
employé a parcourir l’angle ¢; et, pour avoir l’instant de son passage 
par le périhélie, il faudra ajouter ce temps a |’époque, si p est négatif, 
et le soustraire, sip est positif, parce que, dans le second cas, la 
cométe a déja passé par son périhélie et que, dans le premier cas, elle 
s’en approche (*). 
Relativement a la cométe de 1773, l’époque étant fixée, comme ci- 
dessus, au 13 novembre, 417", temps moyen, on a 
y y 
Ae LY at 
R = 0,9883, 
R'= 0,98816; 


les équations (1), (2) et (3) deviennent 
r= 1,06794 x7? — 0,818337.x + 0,976877, 


: : I 9h 
y=—1,29204 +0,3849232 + Mie 


0= y?+ 0, 130036 2? + (0, 260646 y + 0,654355 x)? 


2 


+1,85179 y — 0,294309x + 1,02367 — 3 


(*) Pingré a écrit ici : 
ay ah tang§ 


ou = + - 
cos? 6@ cos? 4 


+ R?y, erre 
(2) Laplace avait écrit par erreur second au lieu de premier et premier au lieu de 
second. 
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je trouve avec peu d’essais 


2 4 60119; 
y =— 0, 34113, 
logr=  0,1905079; 


les valeurs satisfaisant, 4 tres peu pres, a l’équation (4), j’en conclus 
qu’elles doivent étre adoptées; je forme done & leur moyen Ja quan- 
tité p, et je trouve 


ce qui donne 


le signe de p étant positif, la cométe a déja passé par son périhélie, 
dott je conclus que ce passage a eu lieu le 5 septembre a a tn, 


temps moyen & Paris. 
Ill. 


On choisira trois observations ¢loignées de la comete; en partant 
ensuite de la distance périhélie et de l’instant du passage de la cométe 
par ce point déterminés par ce qui précéde, on calculera facilement les 
trois anomalies de la cométe et les trois rayons vecteurs correspondant 
aux instants des trois observations. Solente, o, ¢” ces anomalies; celles 
qui sont de cétés différents du périhélie doivent étre supposées de 
signes contraires. Soient encore 7,7’, r” les rayons vecteurs correspon- 
dants de la cométe; on aura les angles compris entre r et 7’, et entre r 
et r’, en soustrayant lune de l’autre les anomalies correspondantes. 


Soient U le premier de ces angles et U’ le second. Nommons encore : 


a, %, x les trois longitudes géocentriques observées de la comete ; 
9, 6’, 9” ses trois latitudes géocentriques ; 
C,C’, C” les trois longitudes correspondantes du Soleil ; 
R, R’, R’ ses trois distances a la Terre; 
, 6’, 6” les trois longitudes héliocentriques de la cométe ; 


w, ow, wo” ses trois latitudes héliocentriques. 
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Cela posé : 

On imaginera la lettre S au centre du Soleil, la lettre T au centre de 
la Terre, la lettre C au centre de la cométe, et la lettre C’ & sa projection 
sur le plan de l’écliptique: on aural’angle STC’ en prenant la difference 
des longitudes géocentriques de la cométe et du Soleil; en multipliant 
ensuite le cosinus de cet angle par celui de la latitude géocentrique 4 
de la comete, on aura le cosinus de l’angle STC. Dans le triangle recti- 
ligne STC, on connaitra done l’angle STC, le coté ST ou R et le coté SC 
ou r; on aura ainsi, par les régles de la Trigonométrie rectiligne, 
Vangle CST; on aura ensuite la latitude héliocentrique ow, dela cométe, 
au moyen de |’équation 


sing sinCST | 


Siw ee 
gnGis, 7 


Vangle TSC’ est le coté d’un triangle sphérique rectangle, dont Phypo- 
ténuse est l’angle TSC et dont un des cotés est langle a, d’ou l’on 
tire aisément TSC’ et, par conséquent, la longitude héliocentrique 6 
de la cométe. On aura dela méme maniére o’, 6’, w” et 6”, et les valeurs 
de 6, 6’ feront aisément juger si le mouvement de la cométe est direct 
ou rétrograde. 

En considérant les deux arcs de latitude @ et ow réunis au pole de 
l’écliptique, ils y farmeront un angle égala 6’ — 6, et, dans le triangle 
sphérique formé par cet angle et par les cOtés go® — aw et go? — ov’, le 
coté opposé a l’angle 6’— € sera l’angle au Soleil compris entre les 
deux rayons vecteurs 7 et 7’. On déterminera facilement ce coté par 


Jes analogies connues de la Trigonométrie ou par la formule suivante, 


cos V = cos(6’ — §) cosm cosw’ + sinw sina’, 


dans laquelle V représente ce coté. Ep nommant pareillement V’ l’angle 
formé par les deux rayons vecteurs 7 et 7’, on aura 


cos V'= cos(6”— 6) cosw cosw’ + sind sinw’; 


maintenant, si la distance périhélie et l’instant du passage de la cométe 
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par ce point étaient exactement connus, on auratt 


VU et Veet": 


mais, comme cela n’arrivera presque jamais, on supposera 


m=U —Ve [el Oe 


On fera ensuite une seconde hypothése dans laquelle, en conservant le 
méme instant du passage par le périhélie, on fera varier la distance 
périhélie d’une petite quantité, par exemple de la cinquantiéme partie 
de sa valeur, et l’on cherchera dans cette hypothése les valeurs de U —V 
et de U’'—V’; soient alors 


m' =U — V3 np! = Ul Vi. 


Enfin, on formera une troisiéme hypothése dans laquelle, en conser- 
vant la méme distance périhélie que dans la premiere, on fera varier 
d’un jour ou deux l’instant du passage par le périhélie; on cherchera 
dans cette nouvelle hypothése les valeurs de U—V et de U’—V’; soit 
dans ce cas 

m'—U—V, n'—U'—V'. 

Cela posé, sil’on nomme ule nombre par lequel on doit multiplier 
la variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, 
et ¢le nombre par lequel on doit multiplier lavariation supposée dans 
instant du passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant, on 
aura les deux équations (') 


u(m—m')+t(n—n')=m, 


u(m—m")+ t(n—n")=n; 


P m—u(m—m') n—u(rn—n') 
( ) t= SSP eececeeew ae — \ — a TN ca < F 
m-—m n--n 
m(n—n")— n(m— m") =u(m—m')(n—n")—u(n—n')(m—m), 
; m(n—n")—n(m—m") 
6S 
(m—m')(n —2n")—(m—m")(n—n') 


Ces équations sont de la main de Pingré. Voir ci-aprés sous le n° 4 la lettre correc- 
tive de Laplace, ou les équations sont écrites exactement. 
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d’ou l’on tire w et ¢, par conséquent la distance périhélie et le véritable 
instant du passage de la cométe par ce point. 

Sil’onnomme 7 la position du noeud qui serait ascendant si le 
mouvement de la cométe était droit (') et 9 V’inclinaison de l’orbite, 


on aura 
tango’ sins — tangs sin$’ 


tang ; Ae 
SJ tango’ cos6 — tanga@ cosé 


Pil 


tango” sins — tango siné 


tang 7 = =- 9 
oJ tango’ cosé — tangw cos6’ 


tango” 


tang <¢ es sin(6”’— jj) 


Pour déterminer les angles7 et o d’aprés ces formules, supposons 
que l’on se serve des deux derniéres; il est visible que la tangente de 7 
peut également appartenir aux deux angles I et 180° + I, I étant le 
plus petit des angles positifs auxquels elle puisse appartenir. Pour 
déterminer lequel de ces deux angles il faut employer, on observera 
que © et tang o doivent étre positifs et qu’ainsi sin (6”—/7) doit étre 
de méme signe que tang w”. Cette condition déterminera |’angle 7 et 
cet angle sera la position du noeud ascendant, si le mouvement de la 
comete est direct; mais, sice mouvement est rétrograde, tl faut ajouter 
180° a la position précédente. 

L’hypoténuse du triangle sphérique rectangle dont 6”—/ et ow’ 
sont les cotés est la distance de la cométe au neeud dans la troisiéme 
observation, et la difference de cette hypoténuse & U” est l’interyalle 
entre le noeud et le périhélie; on aura donc facilement la position du 
périhélie. 

Appliquons cette méthode a la comeéte de 1773; pour cela nous 
choisirons les trois positions suivantes de la cométe : savoir celle du 
13 octobre, a 17", temps moyen a Paris; celle du 30 décembre, a 18", 


temps moyen, et celle du 1° avril 1774, a midi, temps moyen. 


(1) Droit pour direct. 
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Les observations donnent pour ces instants : 


@ = 153°40' 23", @=~— 3°ar' 19", 
a = 190° 623", oi — 43°45" 46"; 
a” = 939°95' 32", va Ol ag 20° s 
ona d’ailleurs 
C = Pari", log R = 9,9983500, 


C= 9° 9°49" 3", logR’ = 9,9925630, 


C’= 0° 11°48! 36’, logR’= 0, 0002301; 


on formera une premiére hypotheése dans laquelle la distance périhélie 
est, comme on l’a trouvée ci-dessus, égale & 1,10434, et Vinstant du 
passage par ce pointest le 3 septembre, & 2114", temps moyen a 
Paris ; on trouvera dans cette hypothese : 


u = 41°27'0", a = 86" 72"30", te" == 1060°D9'8", 
logr = 0,1012104, log7’ = 0,3175270, logr”= 0, 4938384 ; 
partant 
U + 44°55'39’, DL’ = 65°30! 8", 
wa— 4°31' 9%, == 33°43'An", G"== 9°28’ 15", 
S=~ 119°", 6' = 142°34' 30", C= TOrs oA. 


ce quidonne 
y— 44° 44’ 2", V’ = 65°35! 47"; 
partant 


m= sii aae n=— 5/39’, 


et, comme 6’ est plus grand que 6, le mouvement de la cométe est 
direct. 

On formera ensuite une seconde hypothése dans laquelle on suppo- 
sera la distance périhélie égale & 1,11634, et instant du passage par 
le périhélie, le méme que ci-dessus, et l’on trouvera dans cette hypo- 
thése 


m' = 14'6", a 


Enfin, on formera une troisieme hypothese, dans laquelle, en conser- 
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vant la méme distance périhélie que dans la premiere, on fera varier 
@un jour linstant du passage par le périhélie, en le fixant au 4 sep- 
tembre, 2 21°14™; on trouvera dans cette hypothese 


m" —— 25139"; n? = — 44! 18". 


Au moyen de ces valeurs de m, m’, ..., réduites en secondes, on 
formera les équations 


2227t— 14gu= 697, 
a31gt —71i0ou = — 339, 
dott Von tire 
= 60,4414; u +1,9190, 


et, comme la variation supposée ci-dessus dans l’instant du passage 
par le périhélie est dun jour, on aura le véritable instant en 
retranchant du 5 septembre, 21°14”, un jour multiplié par 0,4414, 
c’est-a-dire 10"35™37°; en sorte que le passage par le périhélie a eu 
lieu le 5 septembre, & 10"38™ 23°, temps moyen a Paris. Pareillement, 
la variation supposée dans la distance périhélie étant 0,012, en la 
multipliant par 1,919, on aura la véritable variation qui, ajoutée a la 
distance périhélie 1,10434, donnera 1,12 737 pour la véritable distance 
périhélie. 


Au moyen de ces données, on trouyera 


B=— 4°30!39', w= 4g°27! by", 
Cas 118°3q 40", Geasteit oO ra. 
Hh iol aA Ee 


dot il est facile de conclure Je lieu du nceud ascendant dans 4°1°8'44” 
etdans linclinaison de l’orbite de 61°13’20”. On aura la distance de 
la comete au noeud dans la derniére observation, en prenant l’hypo- 
ténuse du triangle rectangle dont o” et 6” —/ sont les cétés, et dans le 
cas présent 6” — 7 = 39°57’ 35’; d’ot l’on tire la distance de la cométe 
au neeud, égale & 60°7’15”. Sa distance au périhélie étant de 106°2'46’, 
le périhélie est moins avancé sur l’orbite que le neeud de 45°55'31’; 


en retranchant done cette quantité du lieu du neeud, on aura, pour le 
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lieu du périhélie, 2°15°13'13";, on aura done pour les yéritables 


éléments de l’orbite de la cométe : 


GJeh: hu BONE ee ees Se nc os Aad, Os4a 
Inclinaison de Porbite.. ... 2.6... 5a en 61.13.20 
Biow du peribanp .6 6 owes coo ch ors sks eh Ga Yah ee 


instant du passage par le périhélie le 5 septembre, & 10°38™ 23°, temps 
moyen a Paris: 


Distances perilous sews ans ere ee T, 12937 
Logarithme de cette distance.......... 0,0520665 


Le sens du mouvement est direct. 


2. LAPLACE A PINGRE. 


Ce jeudi. 


Monsieur ET CHER CONFRERE, 


Puisque yous voulez bien appliquer & un exemple ma méthode pour 
déterminer les orbites des cometes, il est trés naturel que je cherche 
a vous en faciliter l'usage. Dans l’exemple que yous avez choisi, vous 
employez cing observations équidistantes et vous fixez l’époque a la 
troisiéme observation; ce cas étant beaucoup plus simple que le cas 
général, on peut parvenir plus aisément aux deux formules qui 
expriment l’ascension droite et la déclinaison de la cométe aprés le 
petit nombre =z de jours; je yous enyoie pour cela les deux formules 
suivantes, dont je vous prie de faire usage, de préférence aux formules 
générales qui se trouvent dans la méthode que je vous ai donnée. 

Soient 6, 6’, 6”, 6”, 6" les cing ascensions droites successives obser- 
vées de la cométe; z le nombre des jours qui séparent chaque obser- 
vation de sa yoisine et qui, sije me le rappelle bien, dans votre exemple 
est 13; la formule qui exprimera l’ascension droite de la coméete, aprés 
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le petit nombre = de jours comptés depuis l’époque, sera 


67 —26"+ 6’ (6%— 46"+ 66"— 46+ 6) 
Do oht? ) 


pareillement, si l’on nomme r, 7’, r’, r”, r* les cing déclinaisons suc- 
cessives observées de la cométe, son ascension droite, apres le petit 
nombre =z de jours comptes depuis |’époque, sera 


: rl” — yr! Cr ari +tor”— re) 
- aera 
20 12¢ 


te [oe (r¥—Gqr™+ ol 
~ Se ee ee a 9 


207 2h 0? 


je n’ai point donné ces formules dans l’extrait que j’ai eu ’honneur 
de yous communiquer, pour ne pas le rendre trop long, mais elles se 
trouvent dans le Mémoire méme. Quand yous chercherez a corriger 
l’orbite, il faudra employer la premiere, la moyenne et la derniére de 
toutes les observations, mais je ne doute point que du premier abord 
vous ne trouviez a trés peu prés la veritable distance périheélie et le 
vrai moment du passage de la cométe par ce point. J’ai retourné de 
toutes les maniéres possibles l’analyse de ce probleme pour parvenir 
a la solution Ja plus simple et la plus exacte, et ce n’est qu’aprés un 
grand nombre de combinaisons que je me suis enfin arrété a celle que 
je vous ai donnée. Je ne puis trop vous remercier de l’honneur que 
vous lui faites en voulant bien l’insérer dans votre bel Ouyrage. 

Jai ’honneur d’étre, avec toute l’estime et la considération pos- 
sibles, 

Monsieur et cher Confrére, 


Votre trés humble et trés obéissant serviteur, 
Lapuace ('). 
(1) Adresse : A Monsieur, Monsieur Pingré, chanoine régulier de la Congrégation de 


France, a Sainte-Genevieve. 
OEuvres de L, — XIV. 4n 
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3. LAPLACE A PINGRE. 


Ce lundi, 18 novembre 1782. 


M. de Laplace a l’honneur de faire mille compliments & son Con- 
frére, Monsieur Pingré; |’équation (4) avait été mal écrite. La voici 
telle qu’elle doit étre ('): 


Br? eet I 4. #sind cosé 
amis dein bie SE 5 ah 
R sin @ cos@ I I 
+ cosh — 2) (2 — Ba) 


M. de Laplace ne doute point qu’en en faisant usage, Monsieur Pingré 
ne trouve & peu prés la méme valeur de y que par l’équation (2). 

Comme elle ne différe que fort peu de l’équation que M. Pingré a 
déja calculée, il lui sera facile de la yérifier et M. de Laplace lui sera 
obligé de sa complaisance, s’il veut bien lui en apporter le calcul mer- 
credi prochain a |’Académie (*). 


4. LAPLACE A PINGRE. 


M. de Laplace al’honneur de faire mille compliments 4 son Confrére, 
Monsieur Pingré. En examinant avec soin sa solution du probleme des 
Cométes, pour la faire imprimer, il s’est apergu que les deux équations 
qui déterminent ¢ et u ont été mal écrites. Les véritables sont : 


u(m—m')+t(m—m")=m, 
u(n —n')+t(n — n")=—n, 
(*) Cette équation (4) a été éerite exactement dans le Mémoire de Ch. Henry. 


(*) Adresse : A Monsieur, Monsicur Pingré, chanoine régulier de Sainte-Genevidve et 
de | Académie des Sciences, 4 Sainte-Geneviove. 
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M. de Laplace ne peut trop remercier Monsieur Pingré de la peine 
qu’il veut bien prendre d’appliquer sa solution et de l’honneur qu'il 
lui fait en l’insérant dans son bel Ouvrage ('). 


(1) Adresse : A Monsieur, Monsieur Pingré, chanoine régulier de la Congrégation de 
France et de l’Académie des Sciences, a Sainte-Geneviéve. 


SUR 


LYEXECUTION DU CADASTRE. 


Archives parlementaires de 1787 a 1860, If* série, t. XIX (*). 


Messieurs, les réflexions suivantes, étant relatives 4 l’exécution du 
cadastre, regardent spécialement le gouvernement; mais il m’a paru 
qu'une opération, dont la dépense doit s’élever & roo millions, mé- 
ritait de fixer, pendant quelques moments, l’attention de la Chambre; 
et j'ai pensé que les paroles proferées de cette tribune seraient mieux 
entendues. 

Je n’examinerai point s'il était possible d’obtenir avec une précision 
suffisante, et plus promptement que par le cadastre, une égale répar- 
tition de l’impot territorial. Le cadastre est bon en lui-méme; il est 
trop avancée maintenant pour l’abandonner. Je ne veux ici qu’indiquer 
les mesures propres 2 l’améliorer. 

Sa partie topographique est celle qui exige le plus de temps et de 
dépense. Lorsqu’on yeut lever avec exactitude le plan d’un royaume, 
il n’y a qu’une méthode qui malheureusement n’a pas été suivie dans 
operation du cadastre. Elle consiste & tracer deux grandes lignes 
perpendiculaires entre elles et dirigées, l'une, du nord au sud, l’autre, 
de l’est & Pouest. On couvre tout l’espace a mesurer d’un réseau de 
grands triangles qu’on rattache a ces lignes. En partageant ensuite 
chacun de ces triangles en triangles secondaires, on descend jusqu’a 


(1) Chambre des Pairs, séance du 21 mars 1817. Discussion sur la loi de finances; 
budget de 1817. 
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larpentage des communes. Ainsi les mesures partielles sont restreintes 
dans leurs écarts par les triangles qui les circonscrivent; les négli- 
gences des arpenteurs sont reconnues et rectifiées. De la résulte un 
systeme d’opeérations bon dans ses détails et parfait dans son en- 
semble. 

La France a pour l’exécution de ce systeme tous les moyens qu’on 
peut désirer : les savants les plus capables de le diriger; un corps d’in- 
génieurs-géographes trés instruits, qui ont fait ce qu’on a de mieux 
en ce genre, et auxquels on peut adjoindre des officiers d’artillerie et 
du génie. Le cadastre leur offre l’occasion la plus favorable de s’exercer 
aux opérations qu’ils doivent exécuter pendant la guerre. C’est ainsi 
que la Prusse continue au dela du Rhin les travaux topographiques de 
nos ingénieurs; elle ne peut pas suivre de meilleurs modeéles. 

Déja l'une des lignes fondamentales dont je viens de parler traverse 
la France depuis Dunkerque jusqu’a Perpignan. Une perpendiculaire 
dirigée de Strasbourg a Brest est commencée. La premiére de ces 
lignes, tracée avec une précision extréme, a été prolongée au dela 
des Pyrénées, jusqu’a Vile de Formentera, dans la Méditerranée. Grace 
aux soins éclairés du Ministre de I’Intérieur pour le progres des 
sciences, cette ligne vas’étendre au nord jusqu’a Yarmouth. Le colonel 
Mudge qui, suivant la méthode que j’ai citée, leve avec autant d’habi- 
leté que de zéle les plans de l’Angleterre et de I’Ecosse, doit se réunir 
aux savants francais et concourir avec eux au prolongement de notre 
‘méridienne, L’étendue actuelle de ce grand arc comprend un septiéme 
environ de la distance du péle a l’équateur. On a observé les latitudes 
de ses points extrémes et de plusieurs points intermédiaires, et l’on a 
mesuré les longueurs correspondantes du pendule a secondes: ce qui 
répand une vive lumiére sur la figure de la Terre et sur les inégalités 
de ses degrés et de la pesanteur. Cette opération, la plus belle de ce 
genre qu’on ait encore entreprise, est la base du systéme fnétrique et 
décimal des poids et mesures, dont l’adoption générale serait un grand 
bienfait des gouvernements. Complément heureux de notre systéme 
admirable de numération et, comme lui, conyenant également a tous 
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les peuples, il vient d’étre admis dans le royaume des Pays-Bas. En 
France, peu secondé, quelquefois contrarié par les autorités, il lutte 
cependant avec succes contre les obstacles que la puissance des habi- 
tudes oppose a l’introduction des choses méme les plus utiles. Espé- 
rons que bientot il surmontera ces obstacles. Alors il sera maintenu 
par cette puissance qui, jointe & celle de la raison, assure aux insti- 
tutions humaines une éternelle durée. 

Je désire que les ministres yeuillent bien prendre en considération 
le plan que je propose. Ilest possible d’y adapter la partie du cadastre 
déja faite et de l’exécuter sans retarder l’opération, sans en augmenter 
la dépense. Peut-étre méme, le grand nombre d’ingénieurs géographes 
que l’état de paix ot nous sommes permet d’employer a ce trayail, 
auquel on les yoit avec peine étrangers, rendrait-il son exécution plus 
prompte et moins cotteuse. Mais une commission, choisie par le gou- 
vernement pour l’éclairer sur cet objet, prendrait les renseignements 
nécessaires a sa détermination. Elle examinerait jusqu’a quel point 
sont fondés les reproches de négligence et d’incapacité faits a plu- 
sieurs agents du cadastre; elle indiquerait les moyens de l’accélérer 
et de le perfectionner. 

Apres avoir donné, dans la formation de la grande Carte de France, 
un exemple que les autres nations s’empressent de suivre, ne leur 
soyons pas inférieurs, ne rétrogradons point quand elles avancent. 
Conseryons parmi nous la gloire des sciences et beaux-arts. Cette 
gloire douce et paisible a le précieux avantage de s’accroitre sans 
diminuer la gloire étrangére et d’intéresser tous les peuples, en leur 
procurant de nouvelles jouissances. 


SUR LA 


SUPPRESSION DE LA LOTERIE. 


Archives parlementaires de 1787 a 1860, Il* série, t. XXY (*). 


Messieurs, |’état des finances permet de diminuer les impéts. Le 
projet de loi qui nous est présenté applique cette diminution aux con- 
tributions directes et & la retenue sur les traitements. Cette dispo- 
sition est-elle la plus avantageuse? J’ai l’honneur de soumettre & la 
Chambre les réflexions suivantes sur cet objet. Je n’examinerai point 
si la contribution directe, élément de notre systeme représentatif, 
étant mieux reépartie, serait dans une trop forte proportion avec les 
autres impots. Jobserverai seulement qu’il est juste et conforme a ce 
systeme de diminuer les grandes differences qui existent dans les rap- 
ports des contributions directes aux reyenus fonciers, et que le mode 
adopté pour cela dans le projet de loi serait, avec quelques chan- 
gements nécessaires, le moins sujet aux réclamations. Mais je pense 
qu’on ferait une chose bien plus utile en supprimant l’impot de la 
loterie. 

Qu’on se rappelle ce qui a été dit mille fois contre l’immoralité de 
ce jeu et sur les maux qu'il occasionne. Il est de tous les jeux celui 
ou, le banquier faisant les plus grands bénéfices, les joueurs ont, pour 
la plupart, le moins de fortune; en sorte que son désayantage, soit 
physique, soit moral, est trés supérieur au désavantage que présentent 


(1) Chambre des Pairs, séance du 16 juillet 1819. Discussion du budget des recettes 
de 1819. 
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les autres jeux publics qu’on ne tolére qu’avec peine et pour éyiter un 
plus grand mal. Dans ceux-ci, le banquier ne préléve qu'un quaran- 
tiéme de la mise; au jeu de loterie, le gouvernementen préléve le tiers. 
18" placés sur un extrait sont par la réduits a 15": ils sont réduits aux 
deux tiers sur un ambe, 4 la moitié sur un terne, et fort au-dessous sur 
un quaterne : yoila le désavantage physique de ce jeu. Mais leur perte, 
insensible pour le riche, est trés sensible pour le plus grand nombre 
de ceux gui mettent a la loterie : c’est 1a son désavantage moral. Le 
pauvre, excite par le désir d’un meilleur sort et séduit par des espé- 
rances dont il est hors d’état d’apprecier l’invraisemblance, expose a 
ce jeu son necessaire. I] s’attache aux combinaisons qui lui promettent 
un grand bénéfice, et l’on vient de yoir combien elles sont défayo- 
rables. Ainsi tout concourt A rendre ce jeu désavantageux, tout nous 
fait une loi de le proserire. Nous applaudirions l’orateur qui, pour 
détourner de la loterie ses auditeurs, retracerait avec force les vols, 
la misére, les banqueroutes et les suicides qu’elle enfante. Hatons- 
nous done d’abolir un jeu aussi contraire & la morale, et tellement 
désayantageux aux joueurs que la police ne le souffrirait pas au nombre 
des jeux publics qu'elle se croit forcée de tolérer. 

On dit que les billets des loteries étrangéres s’introduiraient parmi 
nous. Mais la surveillance du gouvernement peut les arréter, ou du 
moins les rendre si rares qu’ils ne parviendraient point au peuple dans 
l’intérieur du royaume; et l’on peut affirmer qu’avec un peu de vigi- 
lance les mises & ces loteries ne seraient pas un cinquantiéme des 
mises actuelles a la loterie de France. On dit encore que cet impot est 
volontaire. Sans doute il est yolontaire pour chaque individu; mais, 
pour l'ensemble des individus, il est nécessaire; comme les mariages, 
les naissances et tous les effets variables sont nécessaires, et les 
mémes & peu pres, chaque année, lorsqu’ils sont en grand nombre; 
en sorte que le revenu de la loterie est au moins aussi constant que les 
produits de l’agriculture. 

Cet impot est celui qui exige le plus de frais de perception. Il pése 
beaucoup plus sur le peuple qu'il ne rapporte au gouvernement; car 
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ce qu’on rend sur les mises ne retourne pas au centiéme des joueurs 
et, par la publicité qu’on s’empresse de donner aux gains qui en ré- 
sultent, il devient une nouvelle cause d’excitation a ce jeu funeste. 
Ainsi, quoique la loterie ne fasse entrer annuellement que 10 ou 
12 millions dans le Trésor public, |’impot qu’elle fait supporter & une 
partie considérab!e du peuple, et a la plus pauvre, s’éléve & 4o ou 
5o millions. 

Que de faux raisonnements, que d’illusions et de préjugés la loterie 
fait éclore! Elle corrompt a la fois l’esprit et les mceurs du peuple. 
C’est cependant vers son éducation morale que le législateur doit 
porter principalement sa vue. II doit sacrifier a ce grand objet les 
petites considerations fiscales. Mais je soutiens qu’il ne résulterait de 
ce sacrifice aucune diminution dans nos finances, car ici, comme en 
toutes choses, ce qui est bon en soi est en méme temps profitable. Le 
peuple, devenu plus industrieux et plus & son aise, payerait plus faci- 
lement ses impots, consommerait davantage; et le fisc recouvrerait, 
par les contributions indirectes, au dela de ce que la suppression de 
la loterie lui ferait perdre. 

Graces soient rendues au noble pair (') fondateur de la Caisse 
d’épargne! Cet établissement, si favorable aux meeurs et a l’industrie, 
diminuera les béneéfices de la loterie et ce sera l’un de ses ayantages. 
Que le gouvernement encourage les établissements semblables dans 
lesquels, par un léger sacrifice de son revenu, on assure son existence 
et celle de sa famille pour un temps ot l’on ne pourra plus suffire a 
ses besoins. Autant le jeu de la loterie est immoral, autant ces établis- 
sements sont avantageux aux meeurs, en fayorisant les plus doux pen- 
chants de la nature. Mais ils doivent étre respectés dans les vicissi- 
tudes de la fortune publique; car, les espérances quils présentent 
portant sur un ayenir éloigné, ils ne peuvent prospérer qu’a l’abri de 
toute inquictude sur leur durée. C’est un avantage que la forme heu- 
reuse de notre gouvernement leur assure. Qu’on encourage encore les 


(1) M. le due de La Rochefoucauld. 
OEuvres de L. — XIV. 48 
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associations dont les membres se garantissent mutuellement leurs 
propriétés contre les accidents, en supportant proportionnellement les 
charges de cette garantie; & limitation de la société, qui peut étre en 
effet envisagée comme une grande association d’assurances mutuelles 
Mais que les établissements fondeés sur les illusions de l’ignorance et 
de la cupidité soient séverement proscrits; nul benéfice ne peut com- 
penser les maux qu’ils produisent. On doit done extrémement re- 
gretter que la suppression de la loterie n’ait pas été placée a la téte du 
tableau de la diminution des impéts, comme un hommage rendu & la 
morale. 


SUR LA 


MANIERE DONT SE FORME LA DECISION DU JURY. 


Archives partementaires de 1787 a 1860, II* série, t. XXX (‘). 


Messieurs, la maniére dont se forme la décision du jury est, sans 
aucun doute, l’élément le plus important de sa constitution. Le mode 
actuel offre un grand inconyénient qui, depuis son origine, a frappé 
tous les bons esprits. Quand sur douze jurés cing déclarent le fait non 
constant, la loi éleve avec raison un doute qu'elle cherche a dissiper 
par l’intervention des juges de la Cour d’assises; elle ne voit point de 
motifs suffisants pour condamner, dans la simple majorité de sept voix 
sur douze; elle cherche dans la décision des juges une confirmation de 
ces motifs. Cela est juste et conforme a la doctrine des probabilités, 
qui n’est au fond que le bon sens réduit au calcul dont il emprunte la 
puissance, pour arriver & des conséquences que de lui-méme il n’ett 
pu tirer. Mais quand la décision des juges a la majorité de trois voix 
sur cing, loin de cunfirmer les motifs de la condamnation, les infirme, 
n’est-il pas évident que, puisqu’ils étaient deja jugés insuffisants, ils le 
deviennent encore plus par cette décision? et n’est-il pas contraire au 
bon sens et a l’humanité de condamner alors l’accusé? 

Il ya plus : on voit quelquefois les jurés, incertains sur la culpabi- 
lité de l’accusé et voulant en remettre le jugement a la Cour d’assises, 
former arbitrairement entre eux une majorité de sept voix contre cing : 


(1) Chambre des Pairs, séance du 30 mars 1821. Discussion sur le projet de loi tendant 
a modifier l’article 331 du Code d’Instruction criminelle. 
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dans ce cas, la décision du jury est fictive et doit étre regardée comme 
nulle. Les cing juges de la Cour d’assises delibérant alors, et si trois 
étant favorables a l’accusé, deux lui sont contraires, il est condamne. 
Je ne sais si les annales judiciaires de tous les peuples offrent un autre 
exemple d’une condamnation prononcée a la minorité des voix. I! 
importe done de faire promptement disparaitre, d’une loi qui intéresse 
essentiellement la vie des hommes, des inconyenients aussi graves. 

Mais, dit-on, le projet de loi qui vous est présente pour cet objet 
dénature l’institution du jury en faisant prévaloir sur sa majorité celle 
de la Cour d’assises. Je réponds que cela n’arrive que dans l’interét de 
l’accusé, lorsqu’on cherche dans la deécisiondes juges de nouveaux 
motifs & l’appui de la décision des jurés, que la loi juge insuffisante 
pour la condamnation; c’est cette insuffisance qui, dans le projet de 
loi, annule la décision du jury, non confirmée, et méme infirmee par 
la Cour d’assises. 

On dit encore que la division arbitraire de sept jurés contre cing 
deviendra plus frequente, lorsque les jurés ne seront point retenus par 
Ja crainte de yoir l’accusé condamné a la minorité des juges de la Cour 
d’assises. Nous ignorons le rapport du nombre des cas ou la simple 
majorité des jures est de pure convention au nombre total des cas ot 
la majorité simple existe. Nous manquons, a cet égard, d’observations 
sans lesquelles on exagére ou l’on diminue les nombres dans l’intérét de 
la cause qu’on yeut défendre. Nous savons encore moins quelle sera sur 
ce rapport influence du projet de loi. Mais ce que nous savons certai- 
nement, c’est qu'il est urgent de faire cesser l’un des plus grands abus 
possibles, celui d’un accusé condamneé & la minorité des voix. Le légis- 
lateur doit compter sur le sentiment du devoir dans les jurés, quand ils 
ont a prononcer sur la vie de leurs semblables. Plusieurs jurés m’ont 
dit que, dans des cas pareils, ils étaient facilement parvenus A ramenet 
le jury & l’examen approfondi de la culpabilité de l’accusé. Dans le cas 
méme ow la loi ne ferait point interyenir la Cour d’assises, ne peut-on 
pas craindre que les jurés ne discutent point avec tout le soin néces- 
saire les questions soumises a leur décision? Pour les y contraindre, 
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on exige chez plusieurs peuples que les jurés délibérent jusqu’a ce 
qu’ils soient d’un avis unanime; mais alors de nouveaux inconvé- 
nients se présentent, on donne ainsi a l’obstination des jurés, a leur 
tempérament, a leurs habitudes et a mille autres causes étrangéres au 
jugement, une influence quelquefois préjudiciable, au point de faire 
prévaloir l’opinion de la minorité des jurés. 

Disons done que tout, dans ce monde, a ses inconyénients et ses 
avantages. C’est dans leur juste appréciation que consiste la difficulte 
de bien choisir et de faire d’utiles innovations. Ne changeons nos lois 
qu’avec une circonspection extréme; mais adoptons avec empresse- 
ment les améliorations évidemment indiquées par le bon sens et par 
Vhumanite. 

On objecte enfin que l’adoption du projet de loi consacrerait l’inter- 
vention des juges, qui parait contraire a l’institution du jury. Mais, en 
améliorant une loi existante, le législateur ne s’est jamais interdit la 
faculté d’en revoir l'ensemble et d’y faire les changements que l’expe- 
rience et un examen approfondi auront fait juger avantageux. C’est 
surtout dans l’importante loi du jury que cet examen demande de 
longues et mares réflexions. Il ne faut done voir dans le projet de loi 
qui vous est présenté qu'une correction urgente d’un abus grave qui, 
chaque jour, peut compromettre l’innocence. C’est sous ce point de 
vue que j'ai proposé ce méme projet il y a plus de 4 ans et que je 
m’empresse de l’adopter aujourd’hui. 


SUR LA 


CONVERSION DE LA RENTE. 
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Messieurs, en soumettant au calcul les effets de l’amortissement sur 
le rachat des rentes, par un procédé fort simple dans lequel on fait 
entrer, jour par jour, l’intérét composé, je parviens aux résultats sui- 
yants, que je crois devoir communiquer a la Chambre : 


PREMIERE HYPOTHESE. 


Dette, 140 millions de rentes, l’intérét annuel étant a 5 pour too. 


Durée du rachat Dotation annuelle 
de de 
la dette. la Caisse d’amortissement. 
fr 
EE RUS an od cries vp eins 5 Sinan tn ieareds 75 358 000 
SO. Wes oweapeence sa eked oa eke eee 40 220 000 
BOD Danie hon AG wie olan Skit As oe ta 21 913 000 


(*) Chambre des Pairs, séance du 1°" juin 1824. Discussion sur le projet de conversion 
de la rente. Le projet était ainsi congu : 


Le Ministre des Finances est autorisé a substituer des rentes 3 pour roo a celles déja 
eréées par l’Etat a 5 pour 100, soit qu’il opére par échange des 5 contre des 3 pour 100, 
soit qu’il rembourse les 5 au moyen de Ja négociation des 3 pour too. 

L’opération ne pourra étre faite qu’autant : 


1° Qu’elle aura conservé aux porteurs de 5 pour too la faculté d’opter entre le rem- 
boursement du capital nominal et la conversion en 3 pour roo au taux de 75"; 

2° Qu’elle présentera pour résultats définitifs une diminution de 4 sur les intéréts de 
la rente conyertie et remboursée.... 


ee Se a 2 ee od 
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SECONDE HYPOTHESE. 


Dette, 112 millions de rentes, l’intérét étant & 34 pour too. 


Durée du rachat Dotation annuelle 
de de 
la dette. la Caisse d’amortissement. 
fr 
Da IE UES i hep Puke, Ca Ounce APOIO SOIC 103 178 000 
5 Oe) array. a. Seabee suciers deat SHOP ODE 60 257 000 
LOL mrate Nelo ipo ae Ar ee ee one eee 36 659 000 


Pour avoir l’avantage de la seconde hypothése sur la premiére, on 
doit retrancher 28 millions de la dotation de la Caisse dans cette 
seconde hypothese : 


Bénéfice en rentes de la seconde hypothése relativement a la premiere. 


fr 


GE GMM po mOGeT OOS OC ICOn OL D008 aero © 180 000 
SOMME) aan tere ott oheraveue cline vale iolaveys eee ccaie tatecaie ioe 7 963 000 
HOA SEAR Eee oa et ah alee SRP aa ead ore a sce 13 254 000 


On voit par ces Tableaux que le rachat en 21 ans présente, dans la 
seconde hypothése, peu de bénéfice; mais le bénéfice augmente a 
mesure que la durée du rachat devient plus grande. II n’est done pas 
exact de dire que ce bénéfice ne change point en ralentissant |’action 
de l’amortissement. 

Généralement, l’effet de l’augmentation du capital est d’autant moins 
sensible que le remboursement de la rente est plus éloigné. La dimi- 
nution de la dotation de la Caisse d’amortissement serait donc utile au 
projet de loi qui, d’aprés sa discussion, me parait offrir beaucoup 


d’avantages. 


——— 


SUR L’EMPLOI 


DE 


L’EXPRESSION « CORDE METRIQUE ». 


Archives parlementaires de 1787 & 1860, Il* série, t. XLII (*). 


Sea 


M. le marquis de Laplace déclare que, dans son opinion, le main- 
tien du mot corde présente d’autant moins d’inconyénient que, par un 
usage autorisé a ce qu’il croit par un arrété administratif, les mots de 
corde métrique sont assez genéralement employes pour désigner le 
demi-décastére. I] pense done qu’au moyen d’une explication donnée 
dans les instructions administratives, ainsi qu’on l’a demandé tout a 
l'heure, la rédaction actuelle du projet peut étre maintenue sans 
aucune modification. 


(1) Chambre des Pairs, séance du 20 juillet 1824. 

Discussion du projet de loi relatif aux droits 4 payer par le commerce pour chomage 
de moulins et dépéts de bois le long des riviéres navigables et flottables. 

Un pair avait proposé un amendement demandant la substitution du } décastére a la 
corde dans les diverses dispositions du projet o4 cette derniére mesure était énoncéc. 


SUR LA 


CONVERSION DE LA RENTE. 


Archives parlementaires de 1787 & 1860, II* série, t. XLV ('). 


SS 


La réduction d’une rente de 5" a 4™ de rente en 3 pour too accroit 
d’un tiers le capital de cette rente et le porte a 133+. Quelques per- 
sonnes paraissent craindre que cet accroissement du capital de la 
dette publique ne l’emporte sur l’avantage de la diminution de la 
rente. L’objet de cette Note est de dissiper ces craintes et de répondre 
ainsi a l’objection la plus forte qu’on ait faite au projet de loi. 

Jobserverai d’abord que l’accroissement du capital ne doit étre 
payé qu’au moment probablement éloigné ot l’intérét ne sera que 
de 3 pour 100, et que, réduit en capital actuel suivant les régles de 
l'intérét composé, il est considérablement diminué. L’expérience vient 
a l’appui de cette observation. II résulte du Tableau qui nous a été dis- 


(1) Chambre des Pairs, séance du 26 avril 1825. Discussion sur le projet de conversion 
de la rente; le projet présenté l’année précédente avait él6 repoussé. Le rapporteur 
expliquait en ces termes la différence entre les deux projets : 


« Lobjet du nouveau projet est, comme celui du projet de 1824, d’amener la con- 
version des rentes 5 pour 100 en rentes 3 pour roo au taux de 75". Mais les moyens 
employés pour atteindre ce but sont différents. 

» En 1824, c'est par loffre du remboursement qu’on voulut lobtenir; en 1825, c’est 
par les combinaisons de l’emploi du fonds de l’amortissement. 

» En 1824, le propriétaire de rentes 5 pour too étail forcé d’opter entre la conversion 
en 3 pour 100 ou son remboursement. En 1825, il peut demeurer provisoirement dans 
ses rentes 5 pour 100 ou méme encore opter pour une reconstitution a 4 pour 100 avec 
garantie contre le remboursement pendant 10 ans en se soumettant aux effets des nou- 
velles combinaisons de l’amortissement. » 
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tribué du cours des effets publics en Angleterre, depuis le commen- 
cement de 1802, que dans les 20 années de ce Tableau, pendant les- 
quelles les rentes & 3 et A 5 pour 100 ont existé simultanément, le 
cours moyen des rentes 43 pour 100 a été 65 4, ce qui porte a rog" | la 
vente de 5" de rente en 3 pour 100. La vente moyenne de 5" de rente 
a été dans le méme interyalle de 97""+. Elle a done été plus petite que 
la précédente de 11° ou d’environ £ de 97" +. Le capital di par I’Ktat 
a larente de 5 en 3 pour roo ést 166'2, et celui de la rente de 5™ 
est roo", plus petit que le préeédent de 2 de roo. Les ventes de ces 
deux rentes ont done été loin d’étre proportionnelles & leurs capitaux. 

On peut se conyaincre, par le raisonnement suiyant, qu'il y a tou- 
jours avantage, pour |'Etat, dans la réduction des rentes, malgré l’ac- 
croissement du capital, s’il fait intervenir la puissance de lintérét 
compose. 

Imaginons qu’a chaque réduction d’une rente de 5™ a 4", l’Etat 
affecte une fraction de 1 de rente & une Caisse qu’il charge d’ac- 
quérir sans cesse de nouvelles rentes et d’en accroitre son fonds. 
Conceyons encore que la fraction de 1 de rente soit telle qu’au 
moment ou lintérét sera réduit & 3 pour roo elle devienne t™ par 
cet accroissement. La Caisse, vendant alors ce frane de rente, retirera 
de cette vente {de 100" ou 33" +, au moyen desquels I’Etat payera au 
porteur des 4" de rente l’accroissement de son capital. Par ce moyen, 
Etat aura réduit la rente de 5" en 4" de rente pour 100, mais il payera 
annuellement & sa Caisse une fraction de franc, qu'il doit continuer 
de payer au possesseur du france de rente yendu par cette Caisse. La 
diminution de la rente due par I’Etat ne sera donc que 1; mais cette 
fraction de «de rente, fraction nécessairement plus petite que 1", 
est d’autant moindre que le moment ot V’intérét devient 3 pour 100 
est plus éloigné. 

Si Vinterét supposé d’abord & 4 pour roo diminue proportionnelle- 
ment au temps et parvient a3 en 20 années, la fraction de frane dont 
je viens de parler est la moitié de 1"; car cette fraction, accrue par 
l’acquisition des rentes, deviendra 1™ a ce terme. L’avantage de |’Etat 
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est done alors la diminution de o', 50 de rente pour chaque rente de 5” 
réduite. Si lintérét ne parvient de 4 & 3 pour roo qu’en 32 ans, il 
suffira de donner a la Caisse + de franc de rente pour chaque rente de 5 
réduite, et alors l’avantage de |’Etat sera la diminution de 2 de frane 
de rente; la limite de cette diminution est 1™ de rente. 

La Caisse d’amortissement remplacera celle que je viens d’imaginer, 
si l’on augmente sa dotation annuelle de + de franc, destiné & payer 
l’accroissement du capital de la rente de 5, réduite a 4". 

L’article 5 du projet de loi dispose autrement du franc de rente 
acquis par la réduction d’une rente de 5 a 4'". Il ’'emploie a diminuer 
les contributions fonciére, personnelle, mobiliére et des portes et 
fenétres. Si l’on ne veut pas augmenter la dotation annuelle de la 
Caisse d’amortissement, on peut supposer qu’a chaque réduction de 
5 de rente a 4”, + de franc de cette dotation est destiné a payer I’ac- 
croissement du capital au moment ow la rente sera remboursée. Si le 
Gouvernement ne trouve pas alors un meilleur moyen de payer cet 
accroissement, larente de 5 sera réduite ainsi a 4” de rente pour 100, 
et la contribution directe sera diminuée de 1. L’ensemble de ces dis- 


positions me parait étre avantageux a la chose publique. 


Se 


ELOGE DE LAPLACE 


PAR 


M. pe PASTORET. 


Archives parlementaires de 1787 a 1860, Il* série, t. L (*). 


M. le marquis de Pastoret obtient ensuite la parole pour honorer 
d’un juste hommage la mémoire de M. le marquis de Laplace, enlevé 
a la Chambre le 5 du mois dernier. 

Le noble pair s’exprime en ces termes : 


Messieurs, je viens, pour la seconde fois pendant le cours de cette 
session, remplir devant Vos Seigneuries un devoir triste et solennel, 
et rendre un dernier hommage a des pairs que la mort nous a enlevés. 

{| ya 3 mois, je déplorais 4 cette tribune la perte d’un homme 
illustre dans nos dissensions politiques par un admirable courage et 
des vertus que n’altérérent ni la prospérité, ni le malheur; je viens y 
parler aujourd’hui d’un homme célebre dans toute l’Kurope par un 
genie qui l’a placé a coté de ce que les sciences ont eu de plus grand. 

On a deja remarqué que l’année et le mois qui ont vu disparaitre 
M. de Laplace étaient le méme mois et la méme année qui, dans le 
siécle précédent, avaient été temoins de la mort de Newton. Je n’he- 
site pas & rassembler ces deux noms, Messieurs; il y a longtemps que 
le monde savant les avait réunis, et ce n’est pas sans un secret senti- 
ment d’orgueil national que je rappelle devant yous cette gloire. 


(+) Chambre des Pairs, séance du 2 avril 1827. 
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M. de Laplace était né 4 Beaumont-en-Auge, dans le département 
du Calvados, le 23 mars 1749. Un goit trés vif, quelque chose de plus 
puissant que les goiits ordinaires, le porta de bonne heure vers |’étude 
des Mathématiques. Comme Pascal, il les parcourut plutét qu’il ne les 
apprit, parce qu’il les devina comme lui, et qu’il ne chercha dans leurs 
combinaisons les plus abstraites que les formules ou les moyens de 
méditations d’un ordre plus élevé encore. A 22 ans, il vint a Paris : 
a 24, il était de l’Académie des Sciences; et pourtant il était arrive 
seul, sans appui, presque sans recommandations. Mais il avait trouvé 
de bonne heure, au sein du Parlement, un ami que le gottt des mémes 
sciences rapprocha de lui, qui fut son premier guide, qui en fut recom- 
pensé par la dédicace de son premier Ouvrage : le président de Saron, 
un des membres les plus distingués de cette magistrature généreuse, 
ou tout était conscience et devoir, et dont la France conservera long- 
temps le souvenir. 

C’était alors un temps de paix et de repos; la France était heureuse 
a ’ombre du trone de ses rois. Mais ce bonheur devait avoir un terme. 
Bientot la misére entoura les savants modestes, pour lesquels rien ne 
remplacait la munificence des fils de Louis XIV, et le danger suivit de 
prés la misére. Le vieil Anquetil fut réduit & venir arracher, pour se 
nourrir, l’herbe qui croissait dans les allées du bois de Boulogne; 
Lavoisier, plus malheureux encore, paya de sa téte l’irréparable tort 
de sa fortune; et le président de Saron expia, par le méme supplice, 
4o ans de bienfaits et de vertus. Lagrange, Laplace et un autre 
savant que je vols assis parmi yous, n’échappérent a la mort que parce 
qu’on les mit en réquisition pour calculer la théorie des projectiles, 
pour diriger les procédés du tannage ou pour préparer la fabrication 
du salpétre. Cette fois, du moins, la Science protegea ses disciples; 
mais les disciples ne furent pas ingrats a la Science qui les avait 
défendus, 

Des jours plus calmes renaissaient a peine que M. de Laplace donna 
son Eaposiion du systéme du Monde ct sa Mécanique céleste : grands, 


immenses Ouvrages, ot l'homme, placé en face de tout ce qui l’enyi- 
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ronne, au-dessous de tout ce qui le menace et le protége, cherche 
quelles lois l’éternel auteur de toutes choses voulut imprimer a ce 
Monde, né de sa volonté. Suivez M. de Laplace lui-méme dans |’Ewpo- 
sition du systéme du Monde. || commence par y mettre homme comme 
en présence de la nature; il jette un regard d’admiration, je dirais 
presque de crainte, sur l‘immensité de ce divin spectacle; et puis, son 
ceil, fixé tour & tour sur chacun des astres qui l’éclairent, examine 
leur marche et suit leur mouvement. Sa raison calcule, entre tous 
ces mouvements, les rapports et les différences. Une loi générale en 
découle; cette loi est comme exposée, décrite dans ses applications 
diverses. Cette grande harmonie des corps célestes est expliquée 
quant a son existence matérielle. La, peut-étre, est oeuvre du génie; 
la, auteur s’arréte. Savant, il rapporte & Newton la découverte pre- 
miére de ces grands phénoménes; homme, il reconnait sa faiblesse et 
son peu de puissance; et tout ce qu'il vient de révéler aux autres n’est 
pour lui qu’un temoignage de tout ce qui reste hors de l’intelligence 
humaine. 

Dix années s’éfaient passées au milieu de ces travaux, et ces dix 
années ayaient amené la Révolution au point ot elle devait se briser 
devant la puissance et la gloire que donnent les conquétes. Le gou- 
vernement directorial venait de céder la place au gouvernement con- 
sulaire. Les sciences reprirent alors tout leur éclat. Elles avaient sauvé 
M. de Laplace en des jours de danger; elles furent appelées a lui pro- 
curer un autre hommage. Chargé du soin si difficile alors de régénérer 
l’intérieur de nos provinces, il porta dans le Ministére la simplicité de 
ses mceurs, la douceur de sa vertu, un zele que l’on connut trop mal. 
Mais bientot il échangea ce pesant honneur contre un titre qui le ren- 
dait a la societé des amis qu'il n’avait cessé d’aimer, a la culture des 
sciences qu'il regrettait sans cesse. Depuis lors, sa vie fut consacrée a 
de nobles soins. Il devint, pour les étrangers qui cherchaient a pro- 
fiter de ce qu'il avait fait, pour les jeunes gens qui entraient dans la 
carriére, pour les savants et les hommes de lettres qui commencaient 


a se distinguer, un guide aussi constant qu’aimable. Tous ceux qui 
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s’adressaient a lui, lui durent et des encouragements et des lumiéres. 
Ce n’était pas seulement enyers les sciences qu’il acquittait ainsi sa 
dette ; c’était envers tout ce qui était utile aux lettres. Le portrait de 
Racine était dans son cabinet a coté de l'image de Newton. Rien de ce 
qui pouvait servir a éclairer, 4 unir, a civiliser les hommes ne lui res- 
tait indifférent. C’est ainsi que nous l’avons vu longtemps entouré de 
tout ce qu’il y avait d’illustre par le talent et le savoir, et présidant, en 
quelque sorte, 4 la marche de l’esprit humain pendant cette période 
d’années. Fontenelle remarquait, dans le siecle dernier, que Newton 
avait eu le rare bonheur de jouir de sa réputation pendant sa vie ;. 
M. de Laplace eut encore ce trait de ressemblance avec son illustre 
prédécesseur. 

Ces occupations, si dignes d’un tel homme, ce respect dont il était 
entouré, ces grandes études qu’il suivait encore ne le détournérent 
pourtant d’aucun des devoirs que lui imposaient ses fonctions dans 
ordre politique. Rapporteur, au Sénat, de quelques Commissions, il 
fut particulicrement l’organe de celle qui proposa d’abandonner le 
calendrier inventé par la Révolution, et auquel les auteurs avaient 
voulu, pour emprunter leurs expressions, imprimer le cachet moral 
et révolutionnaire qui le fit passer aux siécles & venir('). Beaucoup 
de distinctions successives furent le prix de cette coopération a beau- 
coup de travaux; mais la plus grande des récompenses attendait M. de 
Laplace, en un autre temps, et l’époque arriyait oti elle devait lui étre 
accordée. 

Cette époque, Messieurs, est celle de la Restauration. Le roi qui 
nous était rendu ne pouyait manquer d’honorer M. de Laplace, que 
toute l’Europe honorait. En 1814, il avait appelé a la Chambre des 
Pairs; plus tard, il lui donna le grand cordon de la Légion d’honneur. 
Lonis XVIII, sous ce rapport, était plus heureux que son auguste 
aieul; car Louis XIV, a l’époque de Turenne et de Luxembourg, allait 
chercher au dehors les disciples de Galilée, et le petit-fils de Louis XIV 


(1) Montteur, T. IX, p. 1186. 
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trouyait un homme digne de Newton, la méme ow tant d’autres hommes 
s’étaient montrés les dignes éléyes de Luxembourg et de Turenne. 

Plus d’une fois, Messieurs, yous avez entendu M. de Laplace a cette 
tribune; et, soit qu’il appliquat aux chiffres du budget la clarté de ses 
formules, soit qu’il attachat son raisonnement aux formes de l’in- 
struction criminelle, soit enfin que l’exportation des grains ou la con- 
stitution de l’amortissement appelassent votre attention et ses avis, 
yous avez toujours été frappés de ce qu’une si grande richesse de 
lumiéres, une si grande profondeur de méditations répandaient tout 
d’un coup de clair et d’impréyu sur les questions qui yous étaient sou- 
mises. Votre bienyeillance, votre estime étaient ce que M. de Laplace 
avait de plus cher: il en sentait vivement le prix, il les recevait avec 
une modeste reconnaissance. Les bontés du roi, plus particuliére- 
ment épanchées sur sa famille, récompensaient une fois de plus, 
dans son fils, lillustration du pére. Tout était honneur et repos pour 
M. de Laplace : e’était apparemment le repos qui précéde le départ. 
M. de Laplace tomba malade et nous fut rapidement enlevé. Les der- 
niéres priéres l’accompagnerent; et cet homme, qui avait expliqué au 
monde le monde lui-méme, disparut d’au milieu de nous. 

Permettez & ceux qui l’ayaient aimé depuis 50 ans, Messieurs, 
d’espérer que yous conseryerez son souvenir. L’Europe lui décer- 
nera assez de renommeée, la Science assez de reconnaissance; mais 
e’est ici qu'il faut désirer de laisser quelque mémoire. C’est a vous 
qu’il faut demander la bienyeillance qu’on est si heureux d’obtenir 
pendant sa yie, le souvenir qu’on doit désirer aprés sa mort. Tout 
ce qui est et sera grand est réuni dans cette enceinte : yous y avez 
accueilli M. de Laplace; conseryons a son nom ce qu’il méritait 
d’hommages, et que son illustration y soit accueillie aussi par tant 
d’anciennes, par tant d’éclatantes gloires. 


FIN DU TOME QUATORZIEME ET DERNIER. 
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Cette Table est dressée conformément aux régles générales du Catalogue international 
de la Littérature scientifique et contient les subdivisions suivantes : 


A. Mathématiques. 
B. Mécanique. 

C. Physique. 

D. Chimie. 

E. Astronomie. 

F. Météorologie. 
J. Géographie. 


Les sujets qui appartiennent a plusieurs Sections sont inscrits dans celle a laquelle ils 
semblent se rattacher le plus directement. On a indiqué les Sections secondaires en 
caractéres gras, avec les numéros de classification correspondants. On a seulement rap- 
pelé les citations multiples en D, Chimie; F, Météorologie; J, Géographie, 4 cause de leur 
trés petit nombre. Pour les autres subdivisions : A, Mathématiques; B, Mécanique; 
C, Physique; E, Astronomie, 0 les sujets sont tres fréquemment associés les uns avec 
les autres, particuligrement en Astronomie, les multiples désignations ne sont pas réi- 
térées explicitement. I] convient alors de consulter l'ensemble de la Table pour obtenir la 
liste compléte des Mémoires ou Notes de Laplace, sur un sujet déterminé. 

Dans la Section A, Mathématiques, quelques numéros de renyoi ont pour but d’ac- 
corder la classification avec les titres des Mémoires; dans les Sections suivantes, on a 
fait usage de ces numéros de renvoi pour éviter des répétitions. 
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26, Surla suppression de la loterie........ ais CApesta x: 
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LECONS DE MATHEMATIQUES. 


Premiére séance. 


30. Sur la numération et les opérations de l’arithmé- 
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Deuxiéme séance. 


31. Sur les fonetions, les puissances et l’extraction des 
racines; les proportions, les progressions et les 
Celgene et rr Pt) et. 
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Troisiéme séance. 


32. Sur lalgébre; des premiéres opérations de l'al- 
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35. Théorte générale des probabilités..........02000e 
36. Principes généraux. Probabilité simple, composée. 
Probabilité des causes. Espérance mathématique, 
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37. De la probabilité des événements composés d’événe- 
ments simples dont les possibilités respectives sont 
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38. Formules de combinaisons. Loteries. 


1° Une loterie étant composée de n numéros dont 
r sortent a chaque tirage, on demande la proba- 
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bilité qu’aprés ¢ tirages, tous les numéros seront 
are T | focal AL nag ok SIR A AGN Ok re Le Be et a 28 
2° Une urne étant supposée renfermer Je nombre 
de boules, on en tire une partie ou la totalité, et 
l'on demande la probabilité que Je nombre des 
DOUIES CXLTAL CS SCrd Pali. Occ cae oe ost Ses 
3° Expression de la probabilité d’amener z boules 
blanches, z’ boules noires, x” boules rouges, etc., 
en tirant une boule de chacune des urnes dont le 


nombre est 
- a! 4- 2" +... 


et qui renferment chacune p boules blanches, ¢ 
boules noires, 7 boules rouges, etc............. 
4° Déterminer Ja probabilité de tirer ainsi des urnes 
précédentes z boules blanches, avant d’amener 
soit x’ boules noires, soit 2” boules rouges, 
BONE UO heton cen rain emer eicer tees x Ren Ey ia ain 6 ate 
5° Concevant dans une urne r boules marquées du 
n° 1, r boules marquées du n° 2, et ainsi de suite 
jusqu’au n° nr; ces boules étant bien mélées dans 
Vurne et tirées toutes successivement, on de- 
mande la probabilité quil sortira au moins s 
boules au rang indiqué par leur numéro......... 
6° Deux joueurs A et B, dont les adresses respec- 
tives sont p et g, et dont le premier a le nombre 
a de jetons et le second le nombre 6b, jouent a 
cette condition : que celui qui perd donne un 
jeton a son adversaire, et que la partie ne finisse 
que lorsque l’un des joueurs aura perdu tous ses 
jetons. On demande la probabilité que l'un des 
joueurs gagnera la partie avant ou au n° coup... 
7° Un nombre n+ 1 de joueurs jouent ensemble 
aux conditions suivantes : deux d’entre eux jouent 
d’abord, et celui qui perd se retire aprés avoir mis 
if au jeu, pour n’y rentrer qu’aprés que tous les 
autres joueurs ont joué, ce qui a lieu générale- 
ment pour tous les joueurs qui perdent et qui par 
1a deviennent les derniers. Celui des deux pre- 
miers joueurs quia gagné joue avec le troisiéme et, 
s'il le gagne, continue de jouer avec le quatriéme 
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N@, 
et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’il perde ou jusqu’a 
ce qu'il ait gagné successivement tous les joueurs. 
Dans ce dernier cas, la partie est finie. Mais, si le 
joueur gagnant au premier coup est vaincu par 
l'un des autres joueurs, le vainqueur joue avec le 
joueur suivant et continue de jouer jusqu’é ce 
qu'il soit vaincu ou jusqu’a ce qu’il ait gagné de 
suite tous les joueurs. Le jeu continue ainsi jus- 
qu’a ce qu’un des joueurs gagne de suite tous les 
autres, ce qui finit la partie, et alors le joueur qui 
la gagne emporte tout ce quia été mis au jeu. 
Cela posé, on demande: 1° la probabilité que le 
jeu finira avant ou au nombre & de coups; 2° la 
probabilité que l'un quelconque des joueurs ga- 
gnera la partie dans ce nombre de coups; 3° son 
RYGOIRGEA <i sea os ne S43 5s Wile OS ge ae eee a6 
8° gq étant la probabilite d'un événement simple a 
chaque coup, on demande la _ probabilité de 
l'amener ¢fois de suite dans le nombre x de coups. 
g°® Deux joueurs A et B, dont les adresses respec- 
lives sont g et 1— g, jouent a cette condition que 
celui des deux qui aura le premier vaincu ¢ fois 
de suite gagnera la partie; on demande les proba- 
bilités respectives des joueurs pour gagner la 
partie avant OU AU COUD 2... occ ce can sacs) a 
10° Une urne étant supposée contenir n+ 1 boules, 
distinguées par les n° 0, 1, 2, 3,..., , on en tire 
une boule que l’on remet dans l’urne aprés le 
tirage; on demande la probabilité qu’apres 7 
tirages la somme des nombres amenés sera égale 
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48. 11° Soient ¢ quantités variables dont la somme est s 
et dont les lois de possibilité sont connues et peu- 
vent étre discontinues; on propose de trouver la 
somme des produits de chaque valeur que peut 
recevoir une fonction quelconque de ces variables, 
multipliée par la probabilité correspondante a 
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13° Recherche de la loi de probabilité des erreurs 
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Des lois de la probabilité qui résultent de la multi- 
plication indéfinie des événements........ 


1° p étant la probabilité de l’arrivée d'un événement 
simple a chaque coup et, 1— p celle de sa non- 
arrivée, déterminer la probabilité que, sur un trés 
grand nombre n de coups, le nombre de fois que 
V’événement aura lieu sera compris dans les li- 
WUESSeAOTNOCE in ccc ci Sere eee: ay 
2° Une urne A, renfermant un trés grand nombre n 
de boules blanches et noires, a chaque tirage on 
en extrait une que l’on remplace par une boule 
noire; on demande Ja probabilité que, apres r 
tirages, le nombre des boules blanches sera z... 
3° Deux urnes A el B renferment chacune un trés 
grand nombre 7 de boules blanches et noires, le 
nombre des blanches étant égal a celui des noires 
dans la totalité 27” des boules; on tire en méme 
temps une boule de chaque urne, et l’on remet 
dans une urne la boule extraite de l’autre. En 
répétant un nombre quelconque r de fois cette 
opération, on demande Ja probabilité qu'il y aura 
# boules blanches dans Yurne A................ 


De la probabilité des erreurs des résultats moyens 
Aun grand nombre d observations et des résultats 
TRG VEN Les PLUS AUATIA POUR onset ae tals AS bum egls aoe 


1° Déterminer la probabilité que la somme des 
erreurs d’un grand nombre d’obseryations sera 
comprise dans des limites données, en supposant 
que la loi de possibilité des erreurs est connue, 
et la méme pour chaque observation, et que les 
erreurs négatives sont aussi possibles que les 
erreurs positives correspondantes............... 
2° Déterminer, dans les suppositions précédentes, 
la probabilité que la somme des erreurs d’un 
grand nombre d’observations ou la somme de 
leurs. carrés, de leurs cubes, etc., sera comprise 
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dans des limites données, abstraction faite du 
SIGN 65.0.5: es ne ae ee erry ety cr aritints i 
3° Un élément étant connu a fort peu prés, déter- 
miner sa correction par ensemble d’un grand 
nombre d’observations............+. eee dtnls 
4° Corriger, par l'ensemble d’un grand nombre d’ob- 
servations, plusieurs éléments déja connus a fort 
peu prés..... Pee ae A Re: Sf Gee 
5° Régle du minimum du carré des erreurs...... Ay 
6° Systéme de correction qui rend minimum la 
somme des puissances semblables tres élevées et 
paires de chidqueé Grreur. oo .s.¢< acd a sane Gee 
7° Notice historique sur les méthodes de correction 
des éléments par les observations........+....- 


Application du Calcul des probabilités a la recherche 
des phénoménes et de leurs causes............ aes 


1° Probabilité de |’existence des phénomenes, dont 
l’étendue est assez pelile pour étre comprise dans 
les limites des erreurs de chaque obseryation.... 
2° Variation diurne du barométre................ 
3°, Rotatign de It. Terre vis :s to nes Kacey yay oy Aes 
4° Probléme de laiguille. Un plancher étant divisé 
en petit carreaux rectangles par des lignes paral- 
léles et perpendiculaires entre elles, déterminer 
la probabilite que, en projetant au hasard une ai- 
guille, elle retombera sur un joint de ces car- 
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De la probabilité des causes et des événements fu- 


turs, tirée des événements observés..........004.. 


i° Théoréme de Bayes. Un événement observé étant 
composé d’événements simples du méme genre et 
dont la possibilité est inconnue, déterminer la 
probabilité que cette possibilité est comprise dans 
des limites donnees «515 si0:<g0.55.49 5 eee Pe GALs 
2° Deux joueurs A et B jouent ensemble, a cette 
condition que celui qui, sur trois coups, en aura 
gagné deux, gagnera la partie, le troisieme coup 
n’étant pas joué, comme inutile, sile méme joueur 
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gagne les deux premiers coups. Sur un grand 
nombre n de parties gagnées, A en a gagné le 
nombre z; on demande la probabilité que son 
adresse, respectivement au joueur B, est com- 
prise dans dés ‘linites données...) 2.6.2.2... 
3° On demande la probabilité que le nombre des 
coups joués est compris dans des limites déter- 
minées. Enfin, ce dernier nombre étant supposé 
connu, on demande la probabilité que le nombre 
des parties est compris dans des limites données. 
4° Les naissances des garcons sont supérieures a 
eelles dos tilles. tot otis Pt reas Bent a 
5° Déterminer la probabilité qu'il existe une cause 
constante de cette supériorité, d’aprés les nais- 
sances observées dans un lieu donné............ 
6° A Paris, le rapport des baptémes des garcons a 


a0 : ‘ 
ceux des filles est —, tandis qu’a Londres ce rap- 
24 


port est 3; déterminer la probabilité qu’il existe 


une cause constante de cette différence......... 
7° Probabilité déduite des Tables de mortalilé ou 
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8° Evaluer, au moyen des naissances annuelles, la 
population d’un vaste empire... . 0.5.6.2. 0.000 
9° Expression de la probabilité d’un evénement 
futur, tirée d’un événement observé............ 


10° Depuis |’époque ot |’on a distingué a Paris, sur 


les registres, les naissances de chaque sexe, ona 
observé que le nombre des naissances masculines 
Vemporte sur celui des naissances féminines; 
déterminer la probabilité que cette supériorité 
annuelle se maintiendra dans un intervalle de 
temps donné : par exemple, dans l’espace d’un 
STOR Ora Mil rain slasiema dist nro e Sat OURS OE 


De Vinfluence des inégalités inconnues qui peuvent 
exister entre des chances que l’on suppose parfat- 
tement égales. 


Examen de cette influence au jeu de croix et pile. 


Vil 


Vil 


Vil 


Vil 


Vil 


Vil 


Vil 


Vil 


Vil 


377-379 


4og-4ié 


81. 


82, 


83. 


TABLE ANALYTIQUE. 


Sur lap plication du Calcul des probabilités : 


1° A la philosophie naturelle. Supplément J. Com- 
binaison des équations de condition. Méthode des 
moindres carrés avec application numérique..... 
2° Aux opérations géodésiques. Supplément I, Dé- 
duire des observations les résultats les plus pro- 
bables; déterminer la probabilité des erreurs qui 
atfectent les résultats. << 5 <ins ssa om nos ab aoe And 
Sur la probabilité des résultats déduits par des pro- 
cédés quelconques d’un grand nombre d’observa- 
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3° Méridienne de France. Supplement J1l, Re- 
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